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Kapitel 1
Einleitung

Als Grundlagenwissenschaft fiir viele andere Wissenschaften blickt die Mathematik auf eine
iiber 3000 jahrige Geschichte zuriick. Dabei durchlief sie einen langen Entwicklungsprozef,
in dessen Verlauf sich nicht nur ihr Umfang erweiterte, sondern in dem auch viele Begrif-
fe prézisiert wurden. Auch der in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielende Begriff des

formalen Beweises existierte nicht immer in seiner jetzigen Form.

Bei den ersten Versuchen, Phinomene der Natur mathematisch zu beschreiben, wurde
die Korrektheit von Aussagen zunéchst nur anschaulich und informell erbracht. Im Grie-
chenland der Antike geniigte es, wenn Philosophen wie PYTHAGORAS ihre geometrischen
Betrachtungen mit Zeichnungen im Sand verdeutlichten. Beweise fiir manche mathemati-
schen Tatsachen wurden sogar explizit verhindert: So mufite HIPPASOS VON METAPONT vor
den Schiilern des PYTHAGORAS fliehen und starb auf der Flucht bei einem Schiffsungliick,
als er die Existenz der irrationalen Zahlen zeigte und damit das Dogma der Zahlenharmonie
bedrohte [Rob63].

Diesen philosophischen Streit zwischen Glauben und iiberpriifbarer Korrektheit wollte
LEIBNIZ im 17. Jahrhundert dadurch beheben, dafl er eine universelle Sprache schaffen
wollte, die lingua characteristica universalis, mit der es méglich sein sollte, alle Probleme
auszudriicken und durch einfaches Rechnen zu losen [Lei86]. Dieser Versuch der radikalen
Formalisierung und Abstraktion von Problemen wurde besonders in der Mathematik der
folgenden Jahrhunderte unternommen, als man iiber immer abstraktere Begriffe zu reden
begann. Konnte zum Beispiel der Begriff der irrationalen Zahlen noch anhand der Kreiszahl
7 oder des goldenen Schnittes veranschaulicht werden, blieben die von GAUSS eingefiihrten

imagindren Zahlen ,immer etwas Unwirkliches“ [Ger70].

Die Notwendigkeit, mathematische Theorien in einem korrekten und einheitlichen For-
malismus zu beschreiben, fiithrte zu einer raschen Entwicklung der Logik durch Boo-
LE [Boo54] und FREGE [Fre79] Mitte des letzten Jahrhunderts. Damit ergab sich die

Moglichkeit zum abstrakten Losen von Problemen, was zum Beginn der mathematischen
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Moderne fiihrte und zur Loslésung von den Naturwissenschaften, in denen die Mathematik
bisher ihre Anwendung fand. Diese Loslésung gipfelte 1904 in HILBERTS Rede zum Thema

»Axiom von der Losbarkeit eines jeden Problems* [Hil04]:

Da ist das Problem, suche die Lésung. Du kannst sie durch reines Denken fin-

den; denn in der Mathematik gibt es kein Ignorabimus!

Mit dieser Rede erteilte HILBERT der Gegenmoderne eine Absage und etablierte in der
Mathematik abstrakte, nichtkonstruktive Argumente als Mittel des Beweises. Damit 143t
sich die Mathematik in zwei miteinander verkniipfte Gebiete unterteilen: ein konstruktives

und damit anwendbares und ein abstraktes, reines.

Nach der Erfindung von Computern und dem Versuch, sie fiir mathematische Zwecke
einzusetzen, wurde diese Teilung in reine und anwendbare Mathematik auch bei der Ent-
wicklung mathematischer Software iibernommen. So entstanden zwei Arten von Systemen:
Computeralgebrasysteme, mit denen versucht wird, den anwendbaren und berechenbaren
Teil der Mathematik zu implementieren, und Deduktionssysteme, die zum Fiihren von

Beweisen auch in abstrakter Weise gedacht sind.

1.1 Deduktionssysteme

Die Idee, menschliches Denken zu automatiseren, die bereits Leibniz und Descartes im
17. Jahrhundert inspirierte, bildet auch eine der wichtigen Motivationen fiir das Gebiet
der kiinstlichen Intelligenz. Zu den ersten Ansétzen gehorte hier der Versuch, menschli-
che SchluBBweisen auf Rechnern zu simulieren [NSS57]. Dabei wollten NEWELL, SHAW und
SIMON mit ihrem ,Logic Theorist“ ein System zur Losung allgemeiner Problemstellun-
gen schaffen, indem sie menschliche Denkvorgénge nachvollzogen. Im Gegensatz zu diesem
Ansatz, der psychologische Mechanismen in den Vordergrund stellte, entwickelten sich au-
tomatische Theorembeweiser, die versuchten mathematische Logik in maschinenorientier-
ten Verfahren zu realisieren. Auf diesem Gebiet wurden im Verlauf der letzten Jahrzehnte

verschiedene Konzepte entwickelt und in Systemen realisiert.

Mit rein automatischen Beweisern wird versucht, ohne Einwirkung eines Benutzers Theo-
reme zu zeigen. Dabei bedienen sich Systeme wie OTTER [McC90] oder MKRP [Pri92]
logischer Kalkiile, die besonders fiir computergefiihrte Beweise geeignet sind, wie der Re-
solutionskalkiil [Rob65]. Die Stérke dieser Systeme besteht darin, grofle Suchrdume bear-
beiten zu konnen. Allerdings spannen viele mathematische Probleme so grofie Suchriume
auf [SSY94], dal Losungen nicht durch algorithmische Suche gefunden werden koénnen.
Dariiber hinaus sind die von diesen Systemen erzeugten Beweise in einem fiir Menschen

nur schwer lesbaren Format und damit auch nur schwer nachvollziehbar. Versuche, auto-
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matische Beweiser auf intuitiveren Kalkiilen wie dem des natiirlichen Schliefilens [Gen35]

aufzubauen, fithren allerdings zu noch gréBeren Suchriumen [Ble83].

Um die Unwigbarkeiten der Beweissuche bei vollautomatischen Systemen zu vermei-
den und gleichzeitig vom Wissen eines menschlichen Benutzers zu profitieren, wurden in-
teraktive Beweisentwicklungsumgebungen gebaut, in denen Beweise gefiihrt und auf ihre
Korrektheit iiberpriift werden kénnen. Zur Vereinfachung der Beweisfithrung im jeweili-
gen Kalkiil werden zum Beispiel in IMPS [FGT90], HOL [GM93] oder Isabelle [Pau94]
sogenannte Taktiken benutzt. Dies sind Prozeduren, die eine ganze Sequenz von einzelnen
Inferenzschritten ausfithren. Damit ist es moglich, Beweise auf einer abstrakteren Ebene

als der Kalkiilebene zu fiithren und auch zu présentieren.

Mit einem System wie CIAM [BvHHS90] wird nun versucht, auch diese Art der Beweis-
suche zu automatisieren. Dafiir werden die Taktiken zu Methoden erweitert, indem ihnen
Vor- und Nachbedingungen als Spezifikationen beigefiigt werden. Der Beweis fiir ein Theo-
rem wird dann mit diesen Methoden abstrakt geplant und erst danach konkret berechnet.
Dies verkleinert gegeniiber automatischen Beweisern, die direkt auf Kalkiilebene Beweise
suchen, die zu bewiltigenden Suchrdume. Auflerdem wird weniger darauf geachtet, daf der
den Methoden zugrundeliegende Kalkiil theoretisch vollstindig ist, sondern es wird viel-
mehr versucht, konkretes Wissen zur Problemlésung in mathematischen Teildisziplinen zu

erfassen.

Um nun die Vorteile all dieser Konzepte zu vereinen, werden heute in Systemen wie
Q-vixre [HKK195] oder ILF [DGH™'94] verschiedene Beweiser als autonome Komponenten
in einer Umgebung integriert. Damit wird versucht, einen sogenannten computergestiitzten
intelligenten mathematischen Assistenten zu schaffen, der einem Mathematiker grofitmogli-
che Unterstiitzung bei seiner tédglichen Arbeit, besonders dem Beweisen gibt. Diese Systeme
ermoglichen es, nicht nur Beweise zu erstellen und zu iiberpriifen, sondern auch diese mit

Erkldrungen zu versehen und auf verschiedene Arten ausgeben zu lassen.

1.2 Computeralgebrasysteme

War die urspriingliche Aufgabe von Computern die Durchfithrung grofler numerischer Be-
rechnungen, dnderte sich ihr Einsatzbereich durch die Entwicklung hoherer Programmier-
sprachen. Mit diesen war es moglich auch symbolische Ausdriicke zu manipulieren, wodurch
Algorithmen zum algebraischen Rechnen entwickelt werden konnten. Aus Sammlungen sol-

cher Algorithmen und Datenstrukturen entstanden die ersten Computeralgebrasysteme.

Auch hier entwickelte sich eine grofle Anzahl verschiedener Systeme, von sehr allgemein
gehaltenen und in vielen mathematischen Bereichen einsetzbaren [Hea87, Wol91, CGGT92]

bis hin zu sehr spezialisierten, die sich auf mathematische Teilgebiete, wie Differentialglei-
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chungen, Zahlen- oder Gruppentheorie, beschrianken [Boc89, BC94, Gro94]. Moderne Com-
puteralgebrasysteme, wie z.B. Maple [CGGT92] oder Mathematica [Wol91], stellen nicht
nur algebraische Algorithmen zur Verfiigung, sondern dariiber hinaus auch graphische Be-
nutzeroberflichen zu deren Bedienung, eine Programmiersprache zur Erweiterung des Sy-
stems und verschiedene Moglichkeiten zur Ausgabe von Graphiken, formatierten Formeln
etc. Bei der Entwicklung dieser Systeme wird besonders auf effiziente Verwaltung der ma-
thematischen Objekte und Rechengeschwindigkeit der Algorithmen Wert gelegt. Dagegen
werden unterschiedliche Eigenschaften dieser Objekte nicht beriicksichtigt.

Um dem Abhilfe zu schaffen, wurden in manchen Systemen [Dav92, Fuc96] elaborierte
Typsysteme eingefiihrt, mit denen es moglich ist, mathematischen Objekten eine Axioma-
tisierung zugrunde zu legen. In MuPAD [Fuc96] kann zum Beispiel spezifiziert werden, ob
Polynome einem kommutativen Polynomring angehoren oder nicht. Dies hat Auswirkungen
auf das Verhalten der auf diesen Objekten ausgefithrten Algorithmen. So ergeben sich fiir

die Berechnung der ersten binomischen Formel
(z+y)° = 2” + 22y + 4
mit Kommutativitdtsaxiom und ohne dieses Axiom

(z+y)? = 2% + zy + yz + 1°.

Damit ist es zwar moglich, das Rechenverhalten mathematischer Objekte zu spezifi-
zieren, aber eine explizite Repréisentation von Theoremen und vor allem deren Beweisen
kann damit nicht erreicht werden. Ein weiterer Nachteil all dieser Systeme ist es, daf} sie
zu erfolgten Berechnungen keine Erklirungen liefern, was es dem Benutzer erschwert, diese

nachzuvollziehen oder die Korrektheit der Ergebnisse zu iiberpriifen.

1.3 Synthese der Systeme

Heutige Deduktions- und Computeralgebrasysteme sind geeignet, einem Mathematiker,
wenigstens teilweise, die alltidgliche Arbeit zu erleichtern. Allerdings ist diese Arbeit meist
nicht so einfach voneinander zu trennen, wie es in beiden Systemarten getan wird. Oft
ist es notwendig, innerhalb von Beweisen Berechnungen anzustellen oder bei symbolischen
Rechnungen gewisse Vor- und Nebenbedingungen zu priifen. Zwar konnen teilweise aus-
schliefilich durch den Einsatz von Computeralgebrasystemen Beweise gefithrt werden, wie
zum Beispiel bei geometrischen Theoremen [Wan91, Ueb94], oder umgekehrt mit Dedukti-
onssystemen allein Rechnungen ausgefiihrt werden [New92]. Ersteres ist nicht in jedem Fall
moglich und letzteres nur selten in vertretbarer Zeit berechenbar. Aus diesem Grund wird
neuerdings nach Wegen gesucht, die beiden Systemansétze zu kombinieren, was zu einer

,Erweiterung des ,Intelligenzniveaus‘ entsprechender Programme* [Buc96] fiithren kann.
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1.4 Aufbau dieser Arbeit

In dieser Arbeit wird ein Versuch einer Kombination von einem Deduktions- und einem
Computeralgebrasystem vorgestellt, wobei letzterem mehr als nur die klassische Rolle des
Lieferanten von Ergebnissen zufallen soll. Statt dessen werden aus Liufen von Computeral-
gebraalgorithmen zuséitzlich Informationen gewonnen, die eine Erklirung der erfolgten Be-
rechnung und eine korrekte Einbindung dieser in den Kalkiilbeweis des Deduktionssystems
ermoglichen. Dieser Ansatz wird in Kapitel 2 motiviert und mit der bisherigen Literatur
zu diesem Thema verglichen. Daraus werden anschliefend die konkreten Fragestellungen

dieser Diplomarbeit entwickelt.

Zur Kommunikation benutzen die beiden Systeme sogenannte Taktiken, die auf GENT-
zENs Kalkiil des natiirlichen Schlieflens [Gen35] aufgebaut sind. Dieser wiederum formali-

siert Beweisprozeduren fiir eine Logik hoherer Stufe (Kapitel 3).

Zur Uberpriifung der Brauchbarkeit des Ansatzes wird mit SAPPER (Kapitel 4) ein
System entwickelt, in dem die Protokollinformationen der Computeralgebrakomponente

1t CAS in die Beweise der Deduktionskomponente §2-ukrp eingebunden werden kénnen.

Um entsprechende Informationen aus Berechnungen einzelner Computeralgebraalgo-
rithmen gewinnen zu konnen, miissen diese um einen zusitzlichen Ausgabemodus erwei-
tert werden. Wie diese Erweiterung aussehen kann und welche Algorithmenschemata dazu
geeignet sind, wird in Kapitel 5 anhand mehrerer Algorithmen zur Polynommultiplikation

untersucht.

In Kapitel 6 wird abschlieflend die Arbeitsweise der kombinierten Systeme demonstriert.
Hierfiir wird ein Optimierungsproblem aus der Okonomie in Q-vkrp spezifiziert und mittels

SAPPER gelost.



Kapitel 2

Motivation

In diesem Kapitel wird der Ansatz der vorliegenden Arbeit niher erlautert, indem zunéchst
anhand einiger einfacher Beispiele gezeigt wird, wie und warum Systeme zum numeri-
schen und algebraischen Rechnen im Gebiet des automatischen Beweisens eingesetzt wer-
den miissen, falls man schwierige Beweise fithren will, die diese Rechnungen beinhalten.
Danach wird ein kurzer Uberblick iiber die bisherige Forschung und Literatur zu diesem
Thema gegeben, und schlieBlich, nachdem vorausschickend einige wichtige Begriffe kurz
erliutert worden sind, werden die genauen Fragestellungen fiir die folgenden Kapitel erar-
beitet.

2.1 Motivierende Beispiele

Mathematische Beweise bestehen im allgemeinen aus drei verschiedenen Komponenten:
numerisches Rechnen, algebraisches Rechnen und logisches Schlielen. Die beiden ersten
kénnen im Prinzip vollstindig durch die letztgenannte Komponente ersetzt werden, wo-
durch Beweise entstehen, die, formuliert in einem geeigneten Kalkiil, maschinell iiberpriifbar
sind. Allerdings ist das logische Schlieflen zur Simulation beider Arten des Rechnens extrem
aufwendig und unhandlich. Im folgenden wollen wir diesen Aspekt anhand einiger Beispiele

fiir numerisches und algebraisches Rechnen darlegen.

Wir betrachten als erstes eine triviale Additionsaufgabe, die jeder Schiiler im ersten
Schuljahr losen lernt, ndmlich die Berechnung von 3 + 2 = 5. Diese erfolgt in Pridika-
tenlogik erster Stufe (siehe hierzu z.B. [CL73, Fit90]), wobei wir zur Représentation der
natiirlichen Zahlen als einzige Konstante 0 benutzen und alle Zahlen ungleich 0 mit Hil-
fe der Nachfolgerfunktion s : IN — IN : s(n) = n + 1 erzeugen. Damit entspricht unsere
Aufgabe in dieser Darstellung der Gleichung (s(s(s(0))) + s(s(0))) = s(s(s(s(s(0))))). Fir

den vollstindigen Beweis im Kalkiil des natiirlichen Schlieflens — vorgestellt in Kapitel 3.2
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— benétigen wir weiterhin zwei Axiome, die die Addition definieren. Abbildung 2.1 enthilt
den in Q-mkrp (vergleiche Kapitel 4.1) gefiihrten Beweis, wobei die mit AO und A1l bezeich-

neten Zeilen die angesprochenen Axiome zum Inhalt haben.

AO0. A0 FVYN.(0+N)=N (Hyp)

L.10. A0 F (0 + s(s(0))) = s(s(0)) (VE A0)

Al Al FYNYML(s(N) + M) = s((N + M)) (Hyp)

L7. Al FVM.(s(0) + M) = s((0+ M)) (VE A1)

L8. Al F (s(0) + s(s(0))) = s((0 + s(s(0)))) (VE L7)

L4. Al FVM.(s(s(0)) + M) = s((s(0) + M)) (VE A1)

L5. A1 F (s(s(0)) + s(s(0))) = s((s(0) + s(s(0)))) (VE L4)

L1. Al FVM.(s(s(s(0))) + M) = s((s(s(0)) + M)) (VE A1)

L2. At F(s(s(s(0))) 4 s(s(0))) = s((s(s(0)) + s(5(0)))) (VE L1)

L1z F s(s(s(s(5(0))))) = s(s(s(s((0))) =)

L9. A0 Fs(s(s((0+ s(s(0)))))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst L10,L12)
L6. Ao, A1 Fs(s((s(0) + s(s(0))))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst 1.8,1.9)
L3. A1, a0 Fs((s(s(0)) + s(s(0)))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst 1.5,1.6)
THM. Ao, A1 F(s(s(s(0))) + s(s(0))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst 1.2,1.3)

Abbildung 2.1: Beweis fiir 3 + 2 = 5 im Kalkiil des natiirlichen Schlieflens

Wie man in Abbildung 2.1 sieht, ist ein Beweis fiir eine simple Aussage wie 3 +2 =5
bereits relativ lang und uniibersichtlich. Streng logische Beweise derartig trivialer Behaup-
tungen sind zwar wichtig, um die absolute Korrektheit eines Beweises zu gewéhrleisten,
fithren aber zu sehr zeitaufwendigen Berechnungen und umfangreichen Passagen in einem
Beweis. So wird man beim interaktiven Fiithren eines Beweises zu einem Theorem nicht mit
jedem Detail einer Addition von natiirlichen Zahlen konfrontiert werden wollen, sondern
im Gegenteil — um in vertretbarer Zeit einen Beweis zu finden — méglichst numerische Be-
rechnungen an geeignete Systeme auslagern, die diese effizient durchfithren kénnen. Dies
verkiirzte den ganzen Beweis und erhohte damit dessen Lesbarkeit. Obendrein wire sicher
mancher Benutzer bereit, die Korrektheit der Berechnung auf dieser Ebene zu glauben.
Glaubte er sie jedoch nicht, kénnte dann der eigentliche Logikbeweis fiir diese ohne Inter-

aktion des Benutzers erstellt und auf Korrektheit gepriift werden.

Nun beschrinkt sich Rechnen in der Mathematik aber nicht nur auf numerische Daten,
sondern beinhaltet auch die Manipulation symbolischer Formeln. Auch solches algebraisches
Rechnen kann in einem Beweis auf Kalkiilebene durch schrittweises logisches Schlieflen

ausgedriickt werden.
Wir betrachten hierzu den ND-Beweis fiir die erste binomische Formel
(x+y) * (z +y) =2 + 2zy + y° (2.1)
in Churchschem A-Kalkiil [Chu40] (vergleiche Kapitel 3.1). In Abbildung 2.2 ist die stark

verkiirzte Version des eigentlichen ND-Beweises, gefiihrt in Q-mkrp dargestellt: Dabei sind
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Addition, Multiplikation und Polynommultiplikation jeweils Funktionen in zwei Variablen,
und als Axiome benétigen wir die Assoziativitidt der Addition (A+), Distributivitit von
rechts und von links (DR, DL), sowie zur Multiplikation von Polynomen in zwei Variablen
(P*) und zur Addition und Multiplikation von Monomen in je zwei Variablen (M+, M*).

A+. A+ FVAVB.VC.(A+B)+C)=(A+ (B+()) (Hyp)
DR. DR FVYAVB.VC.((A+ B) «C) = ((A *C)+ (Bx()) (Hyp)
DL. DL FVAVB.VC.(A* (B+C)) = ((A*B)+ (A*C)) (Hyp)
pr. FYP.YQ.(P® Q) = \UAV.(P.U ) Q.UV)) (Hyp)
M+ Mt YUYV VMY N.VAVB. (Hyp)

(Ax (UM« VM) + (B (UM« VY))) =
((A+ B)* (UM V)
M*. M* FVYU.VV.VK.NLNM.VN.VA.VB. (Hyp)
(A (UX « V) « (B (UM« V) =
((A % B) (U(K+M) % V(L+N)))

L73. FAX.AY. (X2 + (2% (X1xY)+Y?) = (=I)
AXAY(X2 4+ (2% (XL Y1) +72)

L72. FAUAV. (U2 + (2% (U« V)) 4+ V) = (AB 1.73)
AXYL (X2 4+ ((2 % (X1 *Y')+1?)

L64. M+ FAUAVLG(U? + (U« VY + (U = V) +V?)) = (=Subst L71,172)
AXAY.(X2 4+ (2% (X1 Y1) +1V?))

L60. M+, A+ FAUMNL U2+ (U s VH + (U« V) + V) = (=Subst L63,L64)
AX YL (X2 4+ (2% (X' YY) +Y2))

L50. At My, M+ FAUAVL (U4 (U VD + (U« V) + (V' V1)))) = (=Subst L59,160)
AXAY. (X2 4 ((2 (X1 *Y1) +Y?)

L36. A+, M+, M*, DLEAULAVL(U? + (U « V) + (V% (U1 +VhH)) = (=Subst L49,150)
AXAY.(XZ24+ (2% (Xt YY) +Y)

L22. A4, M4, M5, DLEAUAVL((U? + (U« V) + (V! « (U + V1)) = (=Subst 1.35,1.36)
AXAYL (X2 4+ (2# (X YY) + Y2))

L12. DL, M* M+, A+FAUAVL (U« UD + (U s VH) + (V- (U 4+ V1)) = (=Subst L21,122)
AXAY.(X2 4+ (2% (X1 Y1) +1V?))

L8. At, M4, M5, DLEAUAV. (UL (U + V) + (V< (U + V1)) = (=Subst L11,1.12)
AX YL (X2 4+ (2% (X' YY) +Y2))

L4. pr, M*, M4,  FAUAV.(U'+ V)« (U + V) = (=Subst L7,L.8)

At DR AXAY (X2 + (2% (X YY) +Y72)
THM. DR, A+, M+, FOAXAY(X'+YV)@AXAY.(XP+Yh) = (=Subst L3,L4)
M®, DL, P AXAY. (X2 + (2% (X YY) +Y2))

Abbildung 2.2: Der verkiirzte ND-Beweis fiir Gleichung (2.1)

Die ausfiihrliche Version umfafit, wie an der Zeilennumerierung in Abbildung 2.2 schon
zu erkennen ist, 73 Zeilen — zuziiglich der sechs Hypothesen und des eigentlichen Theo-
rems — von denen allerdings die meisten Allquantorinstantiierungen der Hypothesen sind.
Andere als die angefiihrten Zeilen tragen nur wenig Interessantes zum Beweis bei. Fiir

die 73 Schritte werden numerische Vereinfachungen wie in Abbildung 2.1 bereits als ele-
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mentar angesehen. Expandierte man diese zusétzlich, erhielte man weitere, ebenfalls wenig

interessante Zeilen.

Man koénnte sich nun vorstellen, diesen Beweis interaktiv zu erstellen, also einen Benut-
zer alle 73 Beweisschritte erzeugen zu lassen. Ein System jedoch, das anwenderfreundlich
und damit auch verwendbar sein soll, sollte triviale Passagen eines Beweises zumindest
halbautomatisch fiillen konnen. Uberlegt man sich die Vorgehensweise eines automatischen
Beweisers, der versucht, den Beweis des Theorems THM durch Riickwértsschlieen zu er-
reichen, erkennt man, daf} bei naheliegendem Verfahren — Anwenden der Hypothesen an

allen geeigneten Stellen der zu beweisenden Zeile — grofle Suchriume erzeugt werden.

Betrachten wir konkret die erste Anwendung des Assoziativgesetzes der Addition im

Beweis aus Abbildung 2.2 unter den Annahmen,

- dafl der Beweiser bereits weif}, dal das Assoziativgesetz anzuwenden ist,

- und auch, daf} dies auf der linken Seite der Gleichheit in Zeile L60 zu tun ist,

dann existieren immer noch zwei Méglichkeiten beziiglich der Anwendung des Gesetzes auf
die Formel in Zeile L60 (Um die Anschaulichkeit zu erhéhen, sind Multiplikationen eckig

geklammert.):
AUNVL(U? + ([UL s« VI + (U« VI +V?2)) = AXAY (X2 + (2% [ X« Y]+ Y?))
148t sich entweder umformen zu:
AUAVL( U2+ (U« VI + U« V) + V) =+,

also Assoziativitit, angewandt auf die drei letzten Summanden, was der Formel in Zeile

L64 des Beweises entspricht, oder zu
AUAVL(U? + [U V) + (U« VI +V2) =,

wobei hier die Assoziativitit auf die ersten drei Summanden angewandt wurde. Beide
Moglichkeiten konnen zwar durchaus zu einem Beweis fithren, haben aber in jedem Fall eine
Vergroflerung des Suchraumes zur Folge. Fillt dies bei angefiithrtem Beispiel noch nicht sehr
ins Gewicht, erhohen sich die moglichen Speicher- und Zeitkosten des Beweisens bei mehr
als zwei moglichen Anwendungen des Assoziativgesetzes in einer Zeile doch betrichtlich. So
gibt es bei analoger Vorgehensweise fiir den Beweis der binomischen Formel in nichsthohe-
rer Potenz an vergleichbarer Stelle bereits drei verschiedene Anwendungsmoglichkeiten des

Assoziativgesetzes der Addition. Man betrachte hierfiir die Formel:
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AUV (U3 4 (3 [U2« V] + (U « VI + (2 [U « V2] + V) =
AXAYL (X3 4 (B [X2+ Y]+ (B+ [ X+ Y2 +Y3)))

Sieht man jetzt die Beweisschritte aus Abbildung 2.2 nicht separat, sondern jeden
Schritt, wie jenen von Zeile L60 zu L64, vor dem Hintergrund des vollstindigen Bewei-
ses, erkennt man, dafl dem Ganzen ein simpler algebraischer Algorithmus zugrunde liegt.

Diesem Schema miifite, um effizient zu sein, auch der Beweiser folgen.

2.2 Verwandte Arbeiten

Der wahrscheinlich erste Versuch einer Verkniipfung von automatischem Beweisen und
symbolischem Rechnen war jener von SUPPES und TAKAHASHI [ST89], die einen inter-
aktiven Beweiser schufen, indem sie den Resolutionsbeweiser Verify mit dem Reduce Sy-
stem [Hea87] verbanden. Das System ermdglichte den Einsatz von Reduce zum Beweisen
von Stetigkeitseigenschaften, war aber sehr limitiert und wies einige essentielle Fehler auf

(so konnte mathematisch Unsinniges wie § = & bewiesen werden).

Ein etwas anders gelagertes Projekt wurde von CLARKE und ZHAO an der Carnegie Mel-
lon University durchgefiihrt. Sie integrierten in die Umgebung von Mathematica [Wol91]
Analytica einen in der Sprache von Mathematica geschriebenen Beweiser fiir elementa-
re Analysis [CZ92c]. Analytica ist ein klassischer automatischer Beweiser ohne Benutzer-
interaktion, der mit einem Sequenzen-Kalkiil arbeitet. Er kann beim Beweisen das Wissen
ausnutzen, das explizit von Mathematicas Algorithmen zur Verfiigung gestellt wird. Mit
den in Analytica erstellten Beweisen kann zusitzlich die Korrektheit gewisser Schritte des
Algebrasystems garantiert werden, was Fehler wie die Division mit Ausdriicken, die 0 sein
konnten, vermeidet. Dabei erweitert Analytica durch Regeln Mathematicas Moglichkeiten
der Behandlung von Ungleichungen und Summen. Das System kann einige bemerkenswerte,
nicht triviale Sitze beweisen, so unter anderem Weierstrafl’ Beispiel fiir die Existenz einer
stetigen, nirgends differenzierbaren Funktion [CZ92a, CZ92b, CZ94].

In [HT93a] beschreiben HARRISON und THERY ein Interface zwischen HOL [GM93],
einem Beweiser fiir Logik hoherer Stufe, und einem Computeralgebrasystem (CAS), mit
dessen Hilfe in HOL Sétze fiir reelle Zahlen bewiesen werden kénnen. Hierbei wird das
CAS ausschliefflich als Hilfe, eine Art Orakel, zum Fiihren des eigentlichen Beweises in
HOL genutzt. Das bedeutet, das CAS ‘sucht’ einen moglichen Beweis, indem es bestimmte
Berechnungen ausfiihrt und somit den Beweiser Ziele vorgibt. Der eigentliche Beweis wird
dann ausschliellich von HOL erstellt, das heifit HOL versucht, das durch das CAS vor-
gegebene Ziel mit den ihm bekannten Methoden zu erreichen und den erhaltenen Beweis

zu iiberpriifen. Als konkretes Beispiel wird in [HT93b] das Zusammenarbeiten von HOL
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mit dem Computeralgebrasystem Maple [CGGT92] beschrieben. Hierbei wird sich eines
kleinen Tricks bedient, um Termersetzungen von Maple innerhalb von HOL benutzen zu
konnen. Um nicht die Konventionen von HOL zu verletzen, dafl jedes Theorem aus Axio-
men abgeleitet werden muf}, wird in HOL eine Konstante Maple eingefiihrt, die dquivalent
zum logischen Falsch ist. Damit wird es moglich aus dieser Konstanten beliebige Formeln
herzuleiten, also auch Termersetzungen von Maple selbst. Jedes Theorem, in dessen Beweis
ein Ergebnis von Maple benutzt wird, erhilt die Konstante Maple als Annahme und gilt
somit als korrekt bewiesen unter der Voraussetzung, dafl das Resultat von Maple korrekt
ist.

Eines der jiingsten Projekte ist das von BALLARIN, HOMANN und CALMET [BHC95],
die den Beweiser ISABELLE [Pau94] mit Maple [CGG192] so verbunden haben, dafl Term-
vereinfachungen in Isabellebeweisen mit Maple durchgefiihrt werden konnten, ohne dafy an
letzterem Verdnderungen vorgenommen werden mufiten. Dabei wird der Termersetzungs-
mechanismus in Isabelle um Regeln erweitert, so dafl Vereinfachungen mit Hilfe ausgew&hl-
ter Maple-Operationen moglich sind. Zusétzlich werden Spezifikationen angegeben, mit

denen Maple-Syntax und Isabelle-Syntax ineinander iibergefiihrt werden kénnen.

Weiterhin seien noch kurz erwihnt, UEBERBERG [Ueb94], der interaktives Beweisen
und Computeralgebra fiir Anwendungen in der Geometrie endlicher Rdume verbindet, und

BUNDGEN [Biin94], der Termersetzungssysteme und Computeralgebrasysteme kombiniert.

Neben Untersuchungen, je zwei Systeme miteinander zu verbinden, gibt es auch Ansétze
fiir Umgebungen, in denen mehrere verschiedene Computeralgebrasysteme oder Theorem-
beweiser gleichzeitig benutzt werden konnen. Die Motivation hierfiir ist es, einen allgemei-
nen Rahmen zu schaffen, um bestehende Systeme ohne oder nur mit geringen Verédnderun-
gen zu integrieren. Dies soll es dem Benutzer ermdglichen, verschiedene Systeme iiber eine

einzige Schnittstelle zu bedienen.

So wird derzeit im OpenMath Projekt [AvLS95] versucht, einen allgemeinen Standard
fiir die Eingabesyntax von CAS zu schaffen. Dies soll es nicht nur Benutzern ermdéglichen,
problemlos zwischen Systemen zu wechseln, sondern auch den Datenaustausch zwischen
den Systemen untereinander und mit externen Schnittstellen zu vereinfachen. Eine solche
systemunabhéngige Benutzerschnittstelle ist CAS /7 [Kaj92]. Mit ihr ist es einem erfahrenen
Benutzer moglich, verschiedene CAS zu verbinden und iiber eine einheitliche graphische

Oberfliche anzusprechen.

Ansétze fir die Architektur eines Systems, an das problemlos beliebige Theorembewei-
ser angeschlossen werden kénnen, werden von GIUNCHIGLIA, PECCHIARI und TALCOTT
in [GPTY94] skizziert. Dafiir stellt diese Umgebung sowohl ein logisches Kalkiil als auch

Komponenten zur Kontrolle und zur Interaktion der einzelnen Beweiser zur Verfiigung.

Allgemeine Moglichkeiten der Integration von Computeralgebrasystemen und automa-
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tischen Beweisern werden von HOMANN und CALMET in [HC94] beschrieben. Diese Ansétze
sind in [HC95] weiterentwickelt zu einer sogenannten offenen mechanisierten mathemati-
schen Umgebung, in der es moglich sein soll, verschiedenartige Beweissysteme und CAS zu

verbinden und mit einer gemeinsamen Oberfliche auszustatten.

In all den Projekten, in denen jeweils ein CAS und ein Beweiser kombiniert werden,
werden mit den Computeralgebrasystemen Termersetzungen oder -vereinfachungen durch-
gefithrt, von denen entweder die Korrektheit angenommen wird oder die von den Beweisern
nachvollzogen werden. Fiir die Ausbeutung dieses Wissens eignen sich natiirlich durchaus
bereits bestehende Systeme, da an diesen keine oder nur wenig Modifikationen durchgefiihrt

werden miissen.

2.3 CAS in Beweisplanung

Der Ansatz in dieser Arbeit unterscheidet sich von den obengenannten dahingehend, dafl
das Wissen der Computeralgebrasysteme nicht nur in Form reiner Ergebnisse verwendet
werden soll. Statt dessen soll das implizit in den Algorithmen des Systems vorhandene
Wissen genutzt werden. Bisherige Computeralgebrasysteme liefern im allgemeinen auf ein
gegebenes Problem zwar eventuell eine Losung, geben dem Benutzer aber keine oder nur
sehr wenig Information dariiber, wie diese Losung errechnet wurde oder welche Schritte im
einzelnen ausgefiithrt wurden. Dies fithrt zwar einerseits zu effizienteren Algorithmen, macht
es aber auf der anderen Seite schwierig, die Handlungen des Systems nachzuvollziehen oder

auch die Korrektheit der Berechnung zu iiberpriifen.

Uberlegen wir uns den Ansatz eines computergestiitzten mathematischen Assistenzsy-
stems, eines Systems, das moglichst alle Aspekte mathematischen Arbeitens integriert. In
ihm sollte man nicht nur Berechnungen durchfiihren und Beweise erstellen, die auf unter-
ster Ebene verifizierbar sind, sondern auch diese so transformieren kénnen, daf§ Ausgaben
in einer Form, wie sie in mathematischen Lehrbiichern usus ist, moglich sind. Dabei soll-
ten verschiedene Komponenten Hand in Hand arbeiten und auch Computeralgebrasysteme
einen Beitrag leisten, der iiber das blofle Durchfiihren algebraischer Rechnungen, ihrem

klassischen Einsatzbereich, hinausgeht.

Um nun von einem Computeralgebraalgorithmus Informationen zu erhalten, die so weit
verwertbar sind, dafl einerseits aus ihnen ein Beweis auf Kalkiilebene ermittelt werden
kann und andererseits eingingige Beweiserklirungen gewonnen werden kénnen, muf die-
ser weitaus mehr Informationen iiber sein Vorgehen preisgeben. Aus diesen Anforderungen
ergeben sich zwangsliufig einige Fragen beziiglich der erforderlichen Eigenschaften solcher
Algorithmen und des Systems, welches sie integriert. Bevor wir nun zu den Problemstel-

lungen kommen, von denen einige im Verlauf dieser Arbeit ndher erliutert und untersucht
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werden sollen, wollen wir an dieser Stelle kurz den Begriff der Taktik und das Konzept von
Beweispldnen, insbesondere hierarchischer Beweispline vorstellen und dabei gleichzeitig
erliutern, welche Bedeutung diesen Begriffen im Rahmen eines mathematischen Assistenz-

systems wie -mxrp zukommt.

Taktiken

Wie wir bereits an den einfachen ND-Beweisen obiger Beispiele gesehen haben, sind Bewei-
se auf Kalkiilebene sehr umfangreich und daher interaktiv nur sehr umsténdlich zu fithren.
Aus diesem Grunde ging man (zuerst im LCF-System [GMWT79]) dazu iiber, aufeinan-
derfolgende Anwendungen von Kalkiilregeln zu grofleren Einheiten, sogenannten Taktiken,

zusammenzufassen.

Taktiken beschreiben gewisse Regeln, wie die Ausfithrung des Assoziativgesetzes, die
als Oberbegriff fiir mehrere einzelne Kalkiilschritte stehen, aber auch die Anwendungen
komplexerer mathematischer Techniken, wie z.B. Induktion oder Diagonalisierung. Damit
ist eine Taktik eine Prozedur, die, angewandt auf eine oder mehrere Zeilen in einem ND-

Beweis, eine Sequenz von Inferenzregeln erzeugt und dem Beweis hinzufiigt.

Die Zusammenfassung mehrerer Taktiken zu einer Einheit oder die Kombination von
Taktiken nach bestimmten Bedingungen erreicht man mit sogenannten Taktikalen. (Ver-
gleiche hierzu das Begriffspaar Funktion und Funktional in der Mathematik!) Taktikale
sind also Operationen zur Verkniipfung von Taktiken; so ist z.B. ein Taktikal denkbar, das
entscheidet, ob in einer gegebenen Situation die Taktik A oder die Taktik B angewandt
wird (Fiir eine ausfithrlichere und formalere Erliuterung der Begriffe Taktik und Taktikal
siehe Kapitel 3.3.2).

Beweispline

Eine weitere Komponente innerhalb eines mathematischen Assistenzsystems ist ein rech-
nergestiitztes Verfahren zur Beweisplanung. Der Unterschied zur Beweissuche, der tradi-
tionellen Vorgehensweise automatischer Beweiser, ist, daf} nicht mehr alle méglichen In-
ferenzschritte aufgezdhlt werden, um eine Sequenz von Schritten zu finden, die den Satz
beweisen. Statt dessen wird auf einer weitaus abstrakteren Ebene mit Hilfe sogenannter
Methoden geplant, was eine starke Verkleinerung des Suchraumes zur Folge hat. (Zum
Konzept der Beweisplanung siehe auch [Her89] und allgemein zu Planverfahren im Bereich
der kiinstlichen Intelligenz [Ver92]).

Methoden sind prozedurale Taktiken, versehen mit einer Spezifikation [Bun88], oder las-
sen sich in einen prozeduralen und einen deklarativen Gehalt aufteilen. Derartige flexible
Methoden, vorgestellt in [HKRS94b, HKRS94a|, werden in Q-MKRP benutzt und sind durch
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die deklarative Sprache DECLAME in [Seh95] formalisiert. Der eigentliche Beweisplan be-
steht dann aus einer Sequenz dieser Methoden. In Q-mxrp ist dieses Konzept dahingehend
erweitert, dafl der Plan selbst nicht nur aus Methoden bestehen kann, die in dieser Form
auch zum Planen benutzt werden kénnen, sondern allgemein aus Operationen, die als Ober-
begriffe fiir mehrere einzelne Beweisschritte stehen, wie zum Beispiel die im vorhergehenden

Abschnitt erlduterten (unspezifizierten) Taktiken.

Hierarchische Beweispline

Neben der Erstellung selbst ist ein weiteres Problem beim Planen die sinnvolle und kom-
primierte Plandarstellung durch Zusammenfassung mehrerer Einheiten zu abstrakteren
Operatoren. Dies ist vor allem im Bereich des automatischen Beweisens wichtig, da ein
vollstindiger Beweis auf Kalkiilebene zwar wichtig ist, um dessen Korrektheit verifizieren
zu kénnen, aber fiir die Beweisprisentation, also der endgiiltigen Ausgabe, die der Benutzer
von seinem System erhalten moéchte, zu lang und unansehnlich ist. Hierfiir sind Beweisteile

zu sinnvollen Einheiten zusammenzufassen.

In Q-mkrp dient das Konzept der Beweispline den unterschiedlichen Anspriichen an
ein mathematisches Assistenzsystem. Dafiir sind diese Plidne hierarchisch représentiert.
Wihrend auf unterster Ebene ein Kalkiilbeweis existiert, der vollstindig auf seine Kor-
rektheit gepriift werden kann, dienen die anderen Ebenen der vereinfachten und weniger
detailierten Beweisdarstellung und -erkldrung. Dies bedeutet, dal die einzelnen Beweis-
schritte von Ebene zu Ebene gréfler werden bzw. Oberbegriffe fiir immer mehr einzelne
Inferenzschritte sind. Schlielich soll der Beweis einen Grad der Abstraktion erreichen, der
dem einer Darstellung in einem Lehrbuch nahekommt. Eine solche Hierarchieebene ist in
Q-MKRP die Faktenebene [Hua94c|, die genutzt wird, um mittels des integrierten PRO-
VERB-Systems [Hua94b] Beweise des ND-Kalkiils iiber eine Makroplanebene [Hua94a] —

die Faktenebene — schliefilich in natiirliche Sprache zu iibersetzen [Fie96].

2.4 Fragestellungen dieser Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die interaktive Beweisentwicklungsumgebung -mkrp mit einer
Computeralgebrakomponente so zu verkniipfen, dafl wir letzteres auf zwei unterschiedliche
Arten nutzen kénnen. Zunéchst wollen wir wihrend der Suche nach einem Beweis symbo-
lische Rechnungen mittels des CAS I6sen und der Korrektheit des Systems vertrauen. Um
aber nun die Berechnung auch priifen zu kdénnen, soll es mdglich sein, einen entsprechenden
ND-Beweis unter Zuhilfenahme des CAS zu erstellen. Hierfiir wollen wir das CAS als eine

Art externen Beweisplaner einsetzen, der entsprechend zu den von ihm durchgefithrten Be-
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rechnungen einen Beweisplan liefert, welcher bei Bedarf in einen vollstindigen ND-Beweis
expandiert werden kann. Unser Ziel ist es also, das implizit in den Computeralgebraalgo-

rithmen vorhandene Wissen nutzbar zu machen, um daraus direkt Beweise zu gewinnen.

Zu diesem Zweck soll unser CAS mit zwei unterschiedlichen Modi ausgestattet sein.
Ein Modus, in dem ausschlieffilich das Ergebnis einer jeweiligen Berechnung zuriickgegeben
wird, und ein weiterer, um zusétzlich zum Ergebnis noch Informationen zu erhalten, wie
diese Berechnung erfolgte. Fiir die letztere Ausgabeart miissen die benutzten Algorithmen
natiirlich entsprechend erweitert und verindert werden, was zur Folge hat, dal wir Algorith-
men aus bereits existierenden Systemen wie Maple [CGGT92], Mathematica [Wol91] oder
Reduce [Hea87] nicht direkt verwenden konnen. Dies fithrt zu einer der Problemstellungen
dieser Diplomarbeit, ndmlich inwieweit wir die Algorithmen des Computeralgebrasystems

verdndern miissen bzw. welche Algorithmen wir iiberhaupt nutzbar machen kénnen.

Diese Frage mufl nun von zwei verschiedenen Standpunkten aus betrachtet werden: zum
einen im Hinblick darauf, welche Ausgabe genau von einem Algorithmus erwartet wird
bzw. wie sie genutzt werden soll, und zum anderen vor dem Hintergrund der Konzeption
und Architektur des ganzen Systems, das Q-mkrp und eine Computeralgebrakomponente

verbinden soll.

Da Q-mkre zur Reprisentation eines Beweises eine hierarchische Struktur benutzt, sollte
die Ausgabe des CAS und der davon erstellte Beweisplan ebenfalls in diesen Rahmen ein-
gepafit werden konnen. Hierfiir wollen wir uns eines Taktikmechanismus bedienen. Denn
wéhrend beim klassischen Planen mathematischer Beweise — auch mit Kontrollwissen —
grofle Suchrdume erschlossen werden miissen, kann beim Beweisplanen mit einem CAS
davon ausgegangen werden, dafy bereits, implizit im jeweiligen Algorithmus, bekannt ist,
was gemacht wird. Damit mufl der Plan nicht mehr gesucht, sondern nur noch erstellt
werden, wodurch eine Anwendung simpler prozeduraler Taktiken méglich wird. Um spéter
besser prisentiert werden zu kénnen, soll der gewonnene Plan bereits durch geeignete Wahl
von Taktiken eine hierarchische Struktur erhalten, in der auch die Mdglichkeit einer Be-

weistransformation auf Faktenebene enthalten sein soll.

Beziiglich der Architektur des zu erstellenden Systems ergibt sich zunéchst das Problem,
in welchem Umfang Logik- und Computeralgebrakomponente zusammenarbeiten sollen.
Dies wiederum fithrt auf zwei weitere konkrete Fragen: Erstens, wie die Schnittstelle zwi-
schen logischer und computeralgebraischer Einheit auszusehen hat, und zweitens, welche
Ressourcen beide Einheiten gemeinsam nutzen miissen und wie sie dies tun. Auch hierfiir
ist es wichtig, genau zu spezifizieren, wie wir Algorithmen zum symbolischen Rechnen in

Q-mkrp integrieren wollen.

In unserem System sollen die einzelnen Algorithmen des CAS so frei wie moglich von

logischen Ausgaben gehalten werden und damit unabhiingig vom benutzten Logiksystem.
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Das bedeutet, dafl die gelieferten Informationen auf ein Minimum reduziert und die be-
nutzten Algorithmen nur geringfiigig erweitert werden, womit das CAS selbst immer noch
ein eigenstéindiges System bliebe. Zusétzlich wollen wir die Moglichkeit bereitstellen, ne-
ben den Algorithmen zur Beweisplanung auch noch besonders effektive Algorithmen zur

Beweissuche verwenden zu konnen.

Kontrir hierzu wire es auch méglich, Computeralgebraalgorithmen ausschliefSlich zur
Beweisplanung einzusetzen und in ihnen eine ausfiihrliche Logikausgabe zu integrieren. Da-
mit konnte zwar sehr viel Information aus dem jeweiligen Algorithmus gewonnen werden,
aber dieser wire dann zum einen iiberladen mit zusétzlichen logischen Berechnungen und
zum anderen speziell auf die jeweilige Logikeinheit ausgerichtet. Ersteres machte ihn aber
ineffizient zur Beweissuche, und letzteres beschrinkte seine Einsatzmoglichkeiten aufler-
halb eines konkreten Logikkalkiils. Algorithmen solcher Art wiren dann im Prinzip nichts

anderes als extrem spezialisierte Taktiken fiir automatische Beweiser.

Zusammenfassend ergeben sich nun als Fragestellungen dieser Diplomarbeit: Wie er-
weitern wir die Algorithmen um die Taktikausgabe, und was fiir Taktiken nutzen wir, um
hierarchische Beweispline zu erhalten? Welche Algorithmen kénnen wir iiberhaupt verwen-
den, um Beweise zu extrahieren, und wie muf} ein System aussehen, das Q-mxrp auf die

gewiinschte Weise mit einer Einheit zum symbolischen Rechnen kombiniert?



Kapitel 3
Logische Grundlagen

Um mathematische Beweise mit Hilfe von Computern erstellen zu kénnen, miissen so-
wohl die eigentlich informelle Sprache der Mathematik in eine stark formalisierte iibersetzt
werden, als auch die Vorgehensweise eines Mathematikers beim Beweisen selbst simuliert
werden. Zu diesem Zweck werden als Grundlagen fiir ersteres eine prézise Logik und fiir
letzteres ein implementierbarer Kalkiil beziiglich der Logik definiert. Fiir beides, Logik und
Kalkiil, gibt es unterschiedliche Ansitze (vergleiche [EO87, Fit90, Koh92, Sie92]), die dem

Ziel einer Modellierung der Mathematik fiir Computer gerecht werden.

Dieses Kapitel ist der Definition dieser logischen Grundlagen gewidmet, vor deren
Hintergrund -mxrp und SAPPER arbeiten. In den beiden ersten Abschnitten stellen wir
zunichst eine Logik hoherer Stufe, die auf einer Variante des getypten Churchschen A-
Kalkiils beruht, und den Kalkiil des natiirlichen Schlieens vor. Abschlieflend erldutern
wir, wie Logik und Kalkiil in taktikbasierten Theorembeweisern, speziell in Q-mxrp ein-
gesetzt werden, und definieren Taktiken formal, die zur Kommunikation zwischen einer

Computeralgebrakomponente und 2-mxrp dienen.

3.1 HOL - Eine Logik héherer Stufe

Die Sprache in mathematischen Lehrbiichern besteht zumeist aus einer Mischung von for-
malen und informellen Elementen. Dies ermdglicht zwar einerseits eine leichter lesbare
Form der Présentation, kann aber andererseits zu Ungenauigkeiten und damit zu Fehlern
fithren. Ein Anatz, um Beweise mittels automatischer Systeme auf Computern zu fiithren,
ist es, die mathematische Umgangssprache exakt zu formalisieren. Zu diesem Zweck be-
nutzt die Beweisentwicklungsumgebung Q-mkrp die Sprache POST [Nes94|, die auf dem
Churchschen A-Kalkiil aufbaut [Chu40]. POST ist eigentlich als sortierte Logik hoherer

Stufe konzipiert [Koh94], aber Sorten sind im gegenwirtigen Stadium weder ausreichend
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integriert noch notwendig fiir diese Arbeit. Daher wird hier lediglich die einfachere Dar-
stellung von Syntax und Semantik einer unsortierten Logik hoherer Stufe gegeben. Diese

ist im wesentlichen an [And86] angelehnt.

3.1.1 Syntax von HOL

Definition 3.1 (Typen): Sei Tp eine nichtleere endliche Menge von Symbolen. Dann
sei die Menge T der Typen induktiv definiert als die kleinste Menge, die mit 75 auch alle
Typen der Form o« — 8 mit o, 6 € T enthilt.

Die Elemente von Tp heiflien Basistypen und Typen der Form o — § Funktionstypen.

Bemerkung 3.2: Im folgenden benutzen wir immer eine fixe Menge von Basistypen T
und Typen 7. Dabei gelte stets {o0,.} C Tp, wobei o den Typ der Wahrheitswerte und ¢
den Typ der Individuen bezeichnet. Tp kann aber durch weitere Spezialtypen, wie z.B. in
Kapitel 4.1.1 fiir Zahlen, erweitert werden. Als syntaktische Variablen fiir Elemente aus 7
schreiben wir kleine griechische Buchstaben.

Typen der Form a; — as — ... = a, — [ sind rechtsgeklammert, daf3 heifit T" entspricht
(1 = (g = ... = (o = 0)...).

Definition 3.3 (getypte Mengen): FEine Menge von Mengen von Symbolen , =, 7 :=
{, o] € T} heifit eine getypte Familie von Mengen iiber T. Wir nennen , disjunkt, wenn
gilt: , o N, g=0,fira#Fund a,F € T.

Die Abbildung 7:, — T heifit eine Typfunktion, wenn fiir jedes o € 7 und jedes f € , 4
gilt: 7(f) = a. Umgekehrt indiziert eine Typfunktion 7 : M — T eine disjunkte getypte
Familie M7 = {M,} fir M, = 7(c).

Seien D, £ getypte Familien von Mengen iiber der gleichen Typmenge 7, dann heifit eine
Familie 7 := {Z, : £, — Dyl € T} von Funktionen getypte Funktion T : € — D.

Definition 3.4 (Signatur): Sei X eine disjunkte getypte Familie von Mengen iiber T,
dann bezeichnen wir ¥ als Signatur beziiglich 7 und die Elemente der X, als Konstanten.
Die Signatur ¥ umfaft insbesondere die logischen Konstanten {—,V,[1% =%} C ¥ mit den
Typen: =:0—=0,V:0—0— o0, [I%: (¢ = 0) = 0,=" (a« = a) — o.

Bemerkung 3.5: In Definition 3.4 machen wir die Konstanten I1%, =% explizit von ihrem
Argumenttyp a abhiingig. Das bedeutet, daf} fiir jeden Typ « aus 7 auch genau ein Quantor

[T bzw. ein Gleichheitspridikat = existiert.

Die vorangegangenen Definitionen erlauben es uns, die Signatur als Vereinigung getyp-
ter Mengen von Konstantensymbolen zu sehen. Durch die Disjunktheit dieser Mengen ist es

stets moglich mit Hilfe der Typfunktion 7 den exakten Typ einer Konstante zu ermitteln.
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Definition 3.6 (wohlgeformte Formeln): Sei X eine Signatur beziiglich 7 und V eine
Familie von getypten Mengen iiber 7, deren Elemente abz&hlbar unendlich sind. V heifit
Menge von getypten Variablen. Fiir jeden Typ o € T wird die Menge wif, (%) der wohlge-

formten Formeln induktiv definiert mit
(1) Ba C wity(X)
(i) Vo C wifo(X)
(iii) Wenn A,_,3 € wif,,3(2) und B, € wff,(3), dann ist auch AB € wff3(X%)

(iv) Wenn A, € wif,(X) und X € Vg, so ist AX. A € wifg_,,(2)

Formeln der Form AB heiflen Applikationen und Formeln der Form AX. A A-Abstraktionen.
Die Menge aller wohlgeformten Formeln iiber der Signatur ¥ ist wff(2) = U, wifo ().

Notation 3.7: Im weiteren Verlauf dieser Arbeit benutzen wir, wann immer dies eindeutig
moglich ist, fiir Applikation Infiz-Notation anstelle in Préfiz-Notation. So schreiben wir
zum Beispiel A V B anstatt VAB.

Definition 3.8 (Freie Variablen): Sei A,B € wff(X) und Z € V7. Ein Vorkommen ei-
ner Variable Z heifit genau dann gebunden in A, wenn es in einer Teilformel der Form \Z.B
innerhalb A vorkommt. Ist ein Vorkommen von Z in A nicht gebunden, heif}t es fre: in A.

Die Menge aller Variablen mit freiem Vorkommen in A ist die Menge der Variablen!freien
von A, FV(A).

Definition 3.9 (\-Reduktionen): Seien A € wff,(X), B € wif3(X) und X,Y € V.
Fiir die Formel A gelten folgende Regeln der A-Reduktion:

(i) AX.A =, \YL[Y/X]A, falls Y € A («a-Reduktion)
(i) (AX.A)B —3 [B/X]A (B-Reduktion)
(i) AX.AX —, A, falls X  FV(A) (n-Reduktion)

Dabei bedeutet die Schreibweise [B/X]A, daf} alle freien Vorkommen der Variable X in A
durch den Term B ersetzt werden. Damit entspricht die a-Reduktion einer Umbenennung
der A-gebundenen Variable Y in A.
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3.1.2 Semantik von HOL

Im folgenden wollen wir fiir die Logik HOL eine Semantik angeben, die auf dem Typ-
system 7T aufbaut, das als Basistypen mindestens den Typ der Wahrheitswerte und den

der Individuen umfaflt.

Definition 3.10 (Interpretation von Konstanten): Sei D, = {T, L} die Menge der
semantischen Wahrheitswerte, in der T dem Wert wahr und 1 dem Wert falsch entspricht,
sei jedes D,_,3 Teilmenge von F(D,,Dg), der Menge der totalen Funktionen von D, nach
Dg und sei X eine Signatur beziiglich 7, dann heifit die getypte Funktion Z : ¥ — D
Interpretation der Konstanten mit Trdger D.

Seien {—,V,I1%, =%} C ¥ die in Definition 3.4 eingefiihrten logischen Konstanten, dann

schrinken wir Z wie folgt ein:
(i) Z(=)(d) = T genau dann, wenn d = 1, d € D,
(i) Z(V)(d,e) =T gdw. d=T oder e = T, d,e € D,
(iii) Z(=")(f,9) = T gdw. f =g, f,9 € Da

(iv) Z(II*)(d) = T gdw. da = T fiir alle a € D, mit d € Dy

Definition 3.11 (Variablenbelegung): Sei D der Tréiger aus Definition 3.10 und V die
Menge der Variablen iiber 7, dann ist eine getypte Funktion ¢ : V — D eine Variablenbe-
legung.

Definition 3.12 (Denotat): Seien ¥,V wie bisher und wif(X) wie in Definition 3.6 und
seien Z : ¥ — D und ¢ : V — D die zugehérige Interpretation bzw. Variablenbelegung,
dann wird das Denotat T, : wif(X) — D induktiv definiert durch:

(i) Zy(X) = o(X), falls X € V
(i) Zy(c) =Z(c), falls c € &
(iii) Inp(AB) = Iw(A)(Iw(B))

(iv) Zp(AXae Ap) ist diejenige Funktion in Dyg, so daf fiir alle z € D, gilt:
(Zy(AXaxA))z := T, 1,/x](A). Existiert diese Funktion nicht, so ist Z,(AX . Ag) nicht
definiert.
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Nach Definition 3.12 (iv) ist es moglich, daf einem A-Ausdruck kein Wert zugewiesen
werden kann. In den von uns behandelten semantischen Bereichen — den sogenannten Hen-
kinmodellen [Hen50] — mochten wir dies aber ausschlielen und fordern, daf jede Formel

aus wif(X) denotiert werden kann.

Definition 3.13 (Henkinmodell): Sei Z, : wff(¥) — D ein Denotat, so dafl Z, de-
finiert ist fiir jede Formel A € wff(X), dann bezeichnen wir das Paar M = (D,Z) als
Henkinmodell.

Nachdem nun sichergestellt ist, dafl wir einer Formel aus wff(X) immer ein Denotat
zuweisen konnen, ist es nun moglich zu definieren, wann eine Aussage innerhalb eines

Henkinmodells wahr ist.

Definition 3.14: Sei M = (D,Z) ein Henkinmodell und F € wff,(X), dann gilt:

(i) F heiBt giltig in M, wenn fiir jede Variablenbelegung ¢ gilt: Z,(F) = T.

(ii) F heiit allgemeingiiltig oder Tautologie, wenn F in jedem Henkinmodell (D, T) giiltig

ist.

(iii) Sei, eine Menge von Sitzen, dann ist , in M genau dann gtltig, wenn alle F € | in
M giiltig sind.

(iv) Ein Satz F folgt aus einer Satzmenge , , wenn F in jedem Henkinmodell (D, Z) giiltig

ist, in dem auch , giiltig ist.

Notation 3.15: Zur Vereinfachung der Schreibweise aus Definition 3.14 fithren wir das
Folgerungssymbol |= ein und schreiben , | F fiir F folgt aus , und = F, wenn F eine

Tautologie ist.

In Definition 3.13 definierten wir die sogenannten Henkinmodelle oder verallgemeinerten
Modelle, fiir die gilt:
Do—p C F(DaDﬁ)' (3.1)

Damit ist es uns im néichsten Abschnitt nicht nur moglich, einen korrekten Kalkiil fiir
die Logik HOL anzugeben, sondern auch einen vollstindigen. Vollstindig bedeutet in die-
sem Zusammenhang, dafl alle in Henkinmodellen allgemeingiiltigen Formeln mit diesem
Kalkiil auch bewiesen werden kénnen [Hen50]. Aufgrund der Teilmengenbeziehung in (3.1)
entspricht die Menge der in Henkinmodellen allgemeingiiltigen Aussagen nicht der Menge
aller moglichen allgemeingiiltigen Formeln. Verzichtet man auf diese Teilmengenbeziehung,

erhilt man die sogenannten Standardmodelle, fiir die gilt

Dasp = F(Da, Dp). (3.2)
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Von diesen aber hat GODEL 1931 mit seinem Unwvollstindigkeitssatz gezeigt, dafl auf ihnen

keine gleichzeitig korrekten und vollstindigen Kalkiile definiert werden kénnen [God31].

3.2 Ein Kalkiil des natiirlichen Schlief3ens

1935 stellte GENTZEN [Gen35] seinen Kalkiil des natiirlichen Schlielens — kurz ND-Kalkiil,
von Natural Deduction Calculus aus dem Englischen — vor. Mit ihm wird die Vorgehensweise
eines Mathematikers beim Beweisen simuliert, indem aus gegebenen Hypothesen mittels
fester Schlufregeln, sogenannter Inferenzregeln, ein Theorem abgeleitet wird. (Fiir eine
Einfithrung in den ND-Kalkiil siche auch [BE93].)

Bevor wir den eigentlichen Kalkiil definieren, wollen wir einige abkiirzende Schreibwei-
sen fiir die logischen Konstanten einfithren, die sowohl das Verstindnis gefiihrter Beweise

erhohen als auch das Arbeiten im Kalkiil selbst vereinfachen. In Definition 3.4 wurden

e — als Negationsjunktor
e V als Disjunktionsjunktor
o I1* als Quantor

e =% als Gleichheitspradikat

als Elemente der Signatur ¥ gefordert. Diese geniigen zwar, um eine Logik zu definieren,

aber die folgenden Abkiirzungen werden die Darstellung unserer Formeln vereinfachen:

e YV als Allquantor, so daBl VX, A, := [I*(AX,-A)

e Jals Ezistenzquantor, so daf 3X,. A, := -(VX.-A)

e A als Konjunktionsjunktor, so dafi A, A B, := =(-A V -B)
e = als Implikationsjunktor, so dal A,=B,:=-A VB

o & als Aquivalenzjunktor, so daB A,&B, := (A=B) A (B=>A)

In diesem und in den restlichen Kapiteln gehen wir nun davon aus, dafl uns diese Abkiirzun-
gen und auch die logischen Konstanten der Signatur zur Verfiigung stehen, die wir beide

gleichermaflen als logische Symbole bezeichnen.

GENTZEN selbst fiihrt fiir die Regeln seines Kalkiils eine baumartige Schreibweise ein:

Definition 3.16 (Beweisbdume): Seien Aq,..., Ay, A, B HOL-Formeln, dann sagt man

A ...
B ist die Konklusion der Hypothesen Ai,...,A,, geschrieben e R, wenn B aus
B
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Aq,..., A, durch Anwendung einer Inferenzregel R (siehe Definition 3.18) entsteht. Man

[4]
schreibt :, wenn die Formel B aus A mittels endlich vieler Inferenzschritte ableitbar ist.
B
Lo Ay A
Darstellungen der Form ————— R und : heilen Beweisbdgume.
B B

Im Unterschied zu manch anderen Kalkiilen benotigt der ND-Kalkiil nur genau zwei

Axiome.

Definition 3.17 (Axiome): Sei A eine HOL-Formel, dann gelte stets

e das Axiom fiir Hypothesen: A = A

e das Axiom vom ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur): AV —A.

Im Gegensatz zum einzigen Axiom benutzt der ND-Kalkiil relativ viele Regeln, um ge-
gebene Formeln schrittweise zu manipulieren. (Man betrachte zum Beispiel vergleichend
den Resolutionskalkiil fiir Prédikatenlogik erster Stufe, der minimal zwei Inferenzregel
benétigt [Rob65].) Mit diesen Regeln, vorgestellt in Definition 3.18, kénnen Formeln mittels

Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln fiir die logischen Symbole inferiert werden.

Definition 3.18 (Inferenzregeln): Seien P,Q, R HOL-Formeln, dann definieren wir
beziiglich der logischen Symbole -, V, A, =, <.V, 3, = als Inferenzregeln des ND-Kalkiils:

e Eine Inferenzregel, die besagt, dafl wir aus dem Falsum (L) jede Formel herleiten

konnen (ex falso quodlibet):

L
—1F
P
e Inferenzregeln fiir Junktoren
[P] [=P]
L L -
— =L Y 1
[P Q]
P I Q I : :
V V
PvQ ! PvQ r PvQ R R VE
R
P Q PA PAQ
NI Q ) NE,
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[E] P P=Q
5 s M
P=Q
w =i PiQ <:>El P;w <:>ET‘
P&Q Q=P P=Q

e Inferenzregeln fiir Quantoren. Die Schreibweise [t/x]|P bedeutet, daf alle Vorkommen

des Termes z in P durch den Term ¢ ersetzt werden.

[z/t|P V. P
VI mit Konstante ¢ neu in P
Vz.P [t/z]P
t/z]P
[z/t|P :
a7 dz.P  Q
dz.P T JE mit Term t neu

Bei der Regel zur Elimination des Existenzquantors, ist zu beachten, daf} der ein-
zusetzende Term ¢ weder in der Konklusion noch in den Hypothesen vorkommt; bei

Introduktion des Allquantors darf ¢ nicht in der Formel P enthalten sein.

e Inferenzegeln fiir Gleichheit:
Fiir Gleichheit definieren wir drei Regeln, um die Eigenschaften der Aquivalenzrela-

tion zu nutzen,

_ g P=qQ P=Q Q=R
- ———_ = comm = trans
und eine weitere Regel, um Gleiheitssubstitutionen auszufiihren
oP] P=Q
[]— = subst
2[Q]

Mit diesen Regeln erhalten wir einen korrekten Kalkiil fiir unsere Logik HOL. Um nun
fiir Henkinsemantik auch vollstindig zu sein, erweitern wir den Kalkiil um zwei Regeln fiir
die Extensionalitét (siehe hierzu auch [And86]).

Definition 3.19 (Extensionalitéit): Seien P,Q HOL-Formeln mit 7(P) = 7(Q) = a —
B, dann gilt:

P=Q < VX,(PX)=(QX) (3.3)
Aus dieser Aquivalenz ergeben sich nun zwei weitere ND-Regeln:
P=Q VX.(PX)=(QX
ext] (PX) = (QX) extE

VX.(PX) = (QX) P=Q
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3.3 Taktische Theorembeweiser

Die Beweisentwicklungsumgebung 2-mkrp stellt den im vorangegangenen Abschnitt ein-
gefiihrten Kalkiil zum interaktiven Beweisen zur Verfiigung. Um diesen aber auch benut-
zerfreundlich einsetzen zu konnen, fithrt man einige Hilfsmittel fiir die Darstellung und die

Anwendung des Kalkiils ein.

Zum einen linearisiert man die baumartige Schreibweise des Kalkiils aus Abschnitt 3.2.
Dies ermoglicht es auch grole ND-Beweise iibersichtlich darzustellen. Zum anderen wer-
den sogenannte Taktiken eingefiihrt, um Sequenzen einzelner Inferenzschritte anwenden zu
konnen. Mit diesen konnen komplexere Beweisschritte definiert werden oder auch ganze

Beweisschemata wie Induktion oder Diagonalisierung implementiert werden.

Im n#chsten Unterabschnitt fithren wir die linearisierte Schreibweise des ND-Kalkiils
von ANDREWS [And80] ein. Danach definieren wir formal die bereits in Kapitel 2 angespro-
chenen Begriffe Taktik und Taktikal. Diese entsprechen im wesentlichen den Definitionen
in der Literatur (vergleiche zum Beispiel [Pau90, GMWT79, GT94]).

3.3.1 Der linearisierte ND-Kalkiil

Im lineariserten ND-Kalkiil besteht ein ND-Beweis nicht mehr aus einem Beweisbaum,

sondern aus einer Sequenz von Beweiszeilen der Form:
Marke Hypothesen F  Formel (Regel Vorrausetzungen)

deren einzelne Teile von folgender Bedeutung sind:

e Formel ist eine HOL-Formel.
e Marke ist der Name der Beweiszeile, auf den sich andere Zeilen beziehen kénnen.

e Hypothesen sind die Voraussetzungen, unter welchen Formel giiltig ist. Sie sind

dargestellt als eine Liste von Marken.
e Regel ist eine der Inferenzregeln aus den Definitionen 3.18 oder 3.19.

o Voraussetzungen sind die Marken der Zeilen mit den direkten Voraussetzungen fiir
die Regel.

Insbesondere gilt nun, dafl eine Formel allgemeingiiltig ist, wenn sie aus der leeren

Hypothesenliste abgeleitet werden kann. Eine Zeile der Form

L. L FE (Hyp)
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entspricht unserem Hypothesenaxiom aus Definition 3.17. Eine noch unbewiesene Zeile in
einem Beweis, also eine, fiir die noch keine vollstindige Ableitung aus den Hypothesen
erstellt wurde, ist eine sogenannte offene oder geplante Zeile und erhilt als ,Begriindung*
das Attribut (Open) zugewiesen. In Q-mukre ist anfinglich jedes Theorem eine solche offene

Zeile und hat folgende Form (wobei F' eine Formel und H die Hypothesenliste sei):
THM. H FF (Open)

Da die eben vorgestellte Form der Beweisdarstellung im ND-Kalkiil noch eine wichtige
Rolle im restlichen Verlauf dieser Arbeit spielen wird, betrachten wir zum Abschluf} dieses

Abschnitts noch zwei erlauternde Beispiele.

Beispiel 3.20: Seien P, P=() Hypothesen, dann hat die = F-Regel aus Def.3.18 folgende

linearisierte Darstellung:

L1 L1 P (Hyp)
L2. L2 FP=Q (Hyp)
L3. L1, L2 FQ (=E L1,L2)

Beispiel 3.21:
Der Beweis fiir die Formel: [VX.P(X)=Q(X)]=[[VX.P(X)]|=[VX.Q(X)]] gefithrt in

()-MKRP.

L3. L3 FVX.P(X)] (Hyp)

L6. L3 FP(a) (VE L3)

L1. L1 FIVX.[P(X)=Q(X)]] (Hyp)

L5. L1 F[P(a)=Q(a)] (VE L1)

L7. L, L3 FQ(a) (=E L6,L5)
L4. L, L3 F[VX.Q(X)] (VI L7)

L2. L1 FVX. P(X)]=[VX.Q(X)]] (=1 L4)
THM. FVX.[P(X)=Q(X)]]=[VX.P(X)]=[VX.Q(X)]]] (=IL2)

Zu beachten ist bei obigen Beweis, dafy die Hypothesen L1 und L3 durch riickwértsanwenden
der =I-Regel auf das Theorem THM bzw. die Zeile L2 entstehen.

Der gleiche Beweis in Baumstruktur:
VX.P(X)] VE VX.P(X)=Q(X)]
P(a) P(a)=Q(a)
=k
Q(a)
[VX.Q(X)]
VX.P(X)]=[VX.Q(X)]
[VX. [P(X)=Q(X)]]=[[VX. P(X)]=[VX.Q(X)]]

=1

Die =I-Regeln sind hier anwendbar, weil [VX.P(X)] bzw. [VX.P(X)=Q(X)] jeweils als

Voraussetzungen im Beweisbaum auftreten.
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3.3.2 Taktiken

Informell gesehen sind Taktiken Funktionen, die, angewendet auf einen unvollstdndigen
Beweis, eine Reihe von Inferenzregeln ausfithren. Dies bedeutet, jede Taktik hat einen
Beweis (oder Beweisteil) als Eingabezustand und liefert den manipulierten Beweis als Aus-
gabezustand. Um aus einzelnen Taktiken komplexere Einheiten zu bilden, definiert man

Operationen zu deren Verkniipfung, die Taktikale.

Definition 3.22 (Taktik): Seien Py,...,P,,Q1,...,Qn HOCL-Formeln und Ry,..., Ry
Inferenzregeln, so dal Q1,...,Q, aus Py,..., P, durch die Anwendung von Ry,...,R;
ableitbar ist bzw. gilt:

P - P
n R
SR -
Q1 Qm
dann heif}t eine Funktion T', die angewandt auf Py, ..., P, obigen Beweisbaum liefert, eine
Taktik. Man schreibt:
P --- P,
' T
Q1 Qm

Definition 3.23 (Taktikal): Die folgenden auf Taktiken definierten Operationen, heilen
Taktikale:

APPLY wendet eine Taktik an.
Sei T' eine Taktik, dann liefert S := APPLY(7') den Beweiszustand nach Ausfiihrung

von T

APPEND verkniipft eine Sequenz von Taktiken.
Seien T1,...,T, Taktiken, dann liefert die Taktik S := APPEND(7%,...,T,) die Hin-

tereinanderausfithrung der Taktiken T7,...,T),.

COND selektiert Taktiken nach bestimmten Bedingungen.
Seien T1, ..., T, Taktiken und Ci,...,C, Bedingungen (z.B. beziiglich des aktuellen
Beweiszustands), dann liefert S := COND((C, T1), (C2 T3), ..., (C, Ty,)) die Taktik Tj,
wenn die Bedingung C; ¢ = 1,...,n erfiillt ist und zugleich alle Bedingungen Cj,
1 <5 <11 &1, nicht gelten.

REPEAT-IF wiederholt eine Taktik, solange eine Bedingung gilt.
Sei T eine Taktik und C eine Bedingung, dann liefert die Taktik S := REPEAT-IF(C,T)
eine Sequenz der Taktik T'.
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Bemerkung 3.24: Im Verlauf dieser Arbeit beziehen sich die Bedingungen innerhalb der
Taktikale stets darauf, ob ein vorliegender Term von einer bestimmten Form ist. Streng
formal miiiten wir hierfiir ein Konstrukt einfithren, daf3 dies explizit ermittelt. Um aber
die Schreibweise der Taktikale zu vereinfachen, wollen wir darauf verzichten, und geben

stattdessen in einer Bedingung nur den entsprechenden Term an, fiir den diese erfiillt ist.

Behauptung 3.25: Taktiken sind korrekt.

Beweis: Sei T eine Taktik, die keine Taktikale involviert. Dann kann 7' nach Definition 3.22
als eine endliche Sequenz Ry, ..., R; von ND-Regeln aus Definition 3.18 geschrieben wer-
den. Jedes R;, 7 = 1...1 ist korrekt (aufgrund der Korrektheit des ND-Kalkiils [Gen35]),
und damit ist auch T korrekt.

Sei nun 7" eine Taktik, die Taktikale involviert. Dann kann 7" aufgefafit werden als Ver-
kniipfung von Taktiken ohne Taktikalen, und damit als Verkniipfungen von Sequenzen von

ND-Regeln. Damit ist 7" mit dem gleichen Argument wie oben korrekt. [

Bemerkung 3.26: Behauptung 3.25 gibt ausschliefflich Auskunft {iber die Korrektheit
von Taktiken und Taktikalen. Damit ist weder eine Aussage getroffen, wann sie anwendbar
sind, noch gewéhrleistet, dafl eine Taktik terminiert, wenn ein REPEAT-TIF-Taktikal benutzt
wird. Letzteres ist bei jeder Taktik separat zu iiberpriifen.

Da die Begriffe Taktik und Taktikal im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine entscheidende
Rolle spielen werden, wollen wir sie an dieser Stelle noch mit zwei ausfiihrlichen Beispielen
verdeutlichen. In Beispiel 3.27 wird zunéchst die Assoc-pLUS-Taktik vorgestellt, die die
Definition der Assoziativitit der Addition anwendet, und in Beispiel 3.28 betrachten wir

die POP-SECOND-Taktik, die zur Umordnung von Summen benutzt wird.
Beispiel 3.27: Als Eingabezustand benétigt die Assoc-PLUS-Taktik das Axiom der As-
soziativitit der Addition

A+. A+ FVa.VhVea ((a +0) +¢) = (a+ (b+c¢)) (Hyp)

und die Zeile, in der sie angewendet werden soll (hierbei ist @ eine beliebige Funktion und

‘H eine Hypothesenliste in der A+ enthalten ist):
L1. H F®[(m1 + (m2 + m3))] (Open)

Das Ausfithren der Taktik liefert dann drei Anwendungen der VE-Regel und eine Anwen-
dung der = subst-Regel und somit folgenden ND-Beweisteil:

A+. A+ FVa.VbhVea ((a +0) +¢) = (a+ (b+c¢)) (Hyp)
L2. At FVb.Ve. ((my1 +b) +¢) = (m1 + (b+¢)) (VE A+)
L3. At FVe ((m1 + m2) + ¢) = (m1 + (m2 +¢)) (VE 1.2)
L4. At F e ((m1 4+ m2) +ms3) = (m1 + (m2 + m3)) (VE L3)
L5. H F®[((m1 4+ ma2) + m3)] (Open)

(

L1. # F®[(m1 + (m2 + ma))] =Subst L4,L5)
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Beispiel 3.28: Die POP-SECOND-Taktik ist eine von drei Taktiken zur Umordnung von

zwei Summen zu einer und formalisiert folgenden Rechenschritt:

k l k l
Zmi—i-z:ni:nl—i-Zmi—i-Zni (34)
=1 =1 =1 1=2

Sie benotigt als Eingabezustand die Axiome der Assoziativitit und Kommutativitdt der
Addition und die jeweilige Zeile, auf die es angewandt werden soll. Thr Verhalten 148t sich

formal in den Operationen aus Definition 3.23 beschreiben:

Tactic POP-SECOND COND(((a + (b + ¢)) APPEND(APPLY(ASSOC-PLUS)
APPLY(COMMU-PLUS)
APPLY(ASSOC-PLUS)))
((a+0) APPLY(COMMU-PLUS)))

Hierbei stehen in den Bedingungen ¢ fiir die erste Summe, b fiir den ersten Summanden und
c fiir den Rest der zweiten Summe in (3.4). Damit wird das Verhalten der POP-SECOND-
Taktik durch die Zusammensetzung der zweiten Summe bestimmt: Verfiigt diese {iber zwei
oder mehr Summanden, werden Assoziativitit, Kommutativitit und wieder Assoziativitit
in dieser Reihenfolge angewendet, hat sie aber nur einen Summanden, wird ausschlieBlich
Kommutativitidt benutzt. Konkret sieht das Verhalten der Taktik, angewendet auf unter-

schiedliche Eingabezeilen, folgendermaflen aus: Zunéchst sei die zu zeigende Zeile
L1. H F®[(m + (n1 + n2))] (Open)

wobei hier, wie auch im nichsten kleinen Beweis ® einer beliebigen Funktion und # einer
Hypothesenliste, in der A+ und C+ enthalten sind, entspricht. Die Anwendung der POP-
SECOND-Taktik liefert als Q-mkrp-Beweis:

A+. At FVa.VbVe ((a +b) +¢) = (a+ (b+c¢)) (Hyp)

L9. At FVb.Ve ((n1 +b) +¢) = (n1 + (b +¢)) (VE A+)

L10. At FVea((ni +m)+c¢) = (n1 + (m+c)) (VE L9)

L11. A+ F((n1 4+ m)+n2) =(n1+ (m + n2)) (VE L10)

L2. A+ FVbVe((m+b) +c) = (m+ (b+¢)) (VE A+)

L3. At FVa((m+mn1)+c)=(m+ (n1 +c)) (VE 1.2)

L4. A+ F((m+n1) +n2) = (m+ (n1 + n2)) (VE 13)

C+. o+ FVa.Vb.(a +b) = (b+a) (Hyp)

L6. o+ FVb.(m +b) = (b+ m) (VE C+)

L7. C+ F(m+ni) = (n1 +m) (VE L6)

L12. H F®[(n1 + (m + n2))] (Open)

LS. " ®[((n1 + m) + n2)] (=Subst L11,1.12)
L5. H F®[((m + n1) + n2)] (=Subst L7,L.8)
L1. H ®[(m + (n1 + n2))] (=Subst L4,L5)

Zur Illustration des unterschiedlichen Verhaltens beziiglich der Eingabezeilen wenden wir
nun die Taktik auf die Zeile

L1. H F®[(m + n)] (Open)
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an und erhalten die einfachere Ausfithrung der coMMU-PLUS-Taktik:

C+. c+ FVa.Vb(a +b) = (b+a) (
L.2. c+ FVb.(m +b) = (b+m) (
L3. c+ F(m+n)=(n+m) (VE L2)
L4. H [(n + m)] (
)] (

o
L1. H F®[(m+n

Subst L3,L4)



Kapitel 4

SAPPER— Eine Schnittstelle
zwischen Deduktion und

Computeralgebra

In diesem Kapitel wollen wir nun das SAPPER' -System vorstellen, mit dem unser eigent-
liches Ziel, das Extrahieren hierarchischer Beweispline aus computeralgebraischen Berech-
nungen realisiert wird. Die zentrale Idee von SAPPER ist das Verbinden der in Abschnitt 4.2
beschriebenen Computeralgebrakomponente mit der interaktiven Beweisentwicklungsum-
gebung Q-uxrp [HKKT94a] (siehe Abschnitt 4.1). Zunéchst geben wir einen allgemeinen
Uberblick des Q-mkrp-Systems und verfeinern diesen im Hinblick auf die in dieser Arbeit
vorgenommenen Erweiterungen und Anderungen. Im darauffolgenden Abschnitt erliutern
wir ;4 CAS, einen einfachen Prototyp eines Computeralgebrasystems zur Manipulation von
Polynomen und erldutern anhand dieses Prototyps die Anforderungen an ein solches System
als Bestandteil von SAPPER. Aus diesen Anforderungen entwickeln wir im letzten Abschnitt
dieses Kapitels die Spezifikation einer allgemeinen Schnittstelle, welche Q-mxrp mit 4 CAS

verbindet.

Das im folgenden vorgestellte System wurde im Rahmen dieser Arbeit vom Autor in
KEIM [HKK™"94b, Nes94], einer Programmbibliothek mit Datenstrukturen und Algorith-
men fiir das automatische Beweisen, implementiert. Die Funktionen von KEIM stellen
eine Erweiterung der Programmiersprache CLOS [Kee89] dar, welche ihrerseits wiederum
die objektorientierte Weiterentwicklung von COMMON LISP [Ste90] ist. Da KEIM ebenfalls
die Grundlage fiir das Q-mkrpP-System ist, ist es naheliegend, daf die Schnittstelle zwischen
Q-mxrp und dem Computeralgebrasystem p CAS auf die gleichen Funktionen zuriickgreifen

kann. Aus diesem Grund ist der Programmcode fiir die Schnittstelle nicht nur in KEIM ge-

!System for Algorithmic Proofplan Extraction and Reasoning



36 Kapitel 4. SAPPER

aufrufen ¢ ¢ aufrufen

Verifizierer Proverb
‘ LEO
uberprufen abstrahieren INKA
Setheo aufrufen
Methoden
anwenden MKRP
Zeilen |
hinzufugen Beweis begrunden MKRP
Baum

nachschlagen Zeilen hinzufugen begrunden Computer- | aufrufen
— algebra-
Daten- Zeilen hinzufugen system
bank

modifizieren

Benutzer

(Planer)

Abbildung 4.1: Die Q-mkrp Beweisentwicklungsumgebung

halten, sondern benutzt zusétzlich auch einige spezielle Funktionen von Q-mxrp. Im Gegen-
satz hierzu stellt ;4 CAS ein eigenstindiges, von KEIM und Q-mkrp unabhingiges System

dar, weswegen es vom Autor in reinem CLOS-Code realisiert wurde.

4.1 ()-MKRP

Das Q-mkrp-System ist konzipiert als mathematisches Assistenzsystem, in dem der Benutzer
interaktiv Beweise fiihren kann [HKK92]. Als Schnittstelle zwischen Mensch und Maschine
dient dazu der ND-Kalkiil [Gen35], wie er in Kapitel 3.2 vorgestellt wurde. Das Problem
selbst wird am Anfang als trivialer, partieller Beweisbaum eingefiihrt, wobei hierbei auch
die Deklaration der benutzten Typen und Konstanten, die Signatur der Logik, festgelegt
wird. Dieser anfingliche, partielle Beweisbaum, bestehend aus Hypothesen und dem zu
beweisenden Theorem, dient als zentrale Datenstruktur, welche so lange modifiziert wird,

bis ein vollstindiger Beweis erzeugt ist.

Die Modifikation des unvollstindigen Beweisbaumes kann nun auf verschiedene Ar-

ten erfolgen, bei denen der Benutzer mehrere Moglichkeiten hat einzugreifen (siehe Abbil-
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dung 4.1). Dies kann im einfachsten Fall durch die blofie Anwendung einzelner Inferenz-
schritte des ND-Kalkiils geschehen. Dariiber hinaus ist es auch moéglich, Planer einzusetzen,
die zum Beispiel mittels Methoden oder Analogie Teilbeweise konstruieren und einzelne
Beweisschritte ausfithren. Zusétzlich zu diesen in 2-mxrp integrierten Funktionen kénnen
auch verschiedene externe Komponenten eingebunden werden, um Beweise zu fithren. Da-
mit konnen zum Beispiel Teilbeweise mit Hilfe bestehender automatischer Beweiser (wie
OTTER [McC90] oder MKRP [Prd92]) erzeugt werden. Die einzige Anforderung an solche
externen Komponenten ist die, daf} sie einen Beweis im Kalkiil des natiirlichen Schlieflens
liefern oder aber ihre Ausgabe in einen solchen iibersetzt werden kann. Ein fertiger Beweis
kann von einem einfachen Beweispriifer, versehen mit den wenigen korrekten Inferenzregeln
der ND-Kalkiils, verifiziert werden.

Da sich reine Kalkiilbeweise meist nicht eignen, um vom Benutzer direkt gelesen zu wer-
den (vergleiche Kapitel 2.1), werden in Q-mkrp unterschiedliche Mechanismen zur Verfiigung
gestellt, um Beweise zu prisentieren und mit Erklarungen zu versehen. Dabei werden Bewei-
se — wie bereits in Kapitel 2.3 angesprochen — als sogenannte Beweispldne in hierarchischer
Form représentiert. Die unterste Ebene eines solchen Planes stellt einen ND-Beweis dar; die
Ebenen dariiber den gleichen Beweis in abstrakterer Struktur. Hierfiir werden Gruppen von
Inferenzschritten zu abstrakten Ableitungsschritten zusammengefafit. Fithren wir eine sol-
che Gruppierung mehrfach durch, erhalten wir ein und denselben Beweis in verschiedenen
Graden der Abstraktion, wobei jeweils einem abstrakten Ableitungsschritt mehrere Ablei-
tungsschritte auf der darunterliegenden Hierarchieebene entsprechen. Um schlieilich auch
noch einen Beweis anstelle im ND-Kalkiil in mathematischer Umgangssprache zu présen-
tieren, konnen mit Hilfe des PROVERB-Systems [Hua94b] Beweise in natiirliche Sprache

iiberfithrt werden.

Wie angesprochen, ist im Gegensatz zu anderen Systemen (vergleiche zum Beispiel das
LCOF- [GMW79] oder das Nuprl-System [CAB*86]), die einzige Anforderung von Q-mxrp
an externe Komponenten die nach einer verwertbaren Protokollierung. Damit wird der
Anspruch auf Korrektheit der mittels dieser Komponenten erstellten Beweise bewuf3t auf-
gegeben, wodurch Einheiten benutzt werden konnen, die zwar effizient, aber nicht immer
korrekt sind. Zusétzlich konnen Taktiken erstellt oder Planer mit Methoden versehen wer-
den, deren Korrektheit nicht a priori gewéhrleistet ist, da generell jeder erstellte Beweis

verifiziert werden muf.

In diese Systemarchitektur wollen wir nun ein CAS als externe Komponente einpassen,
die sowohl zum Ausfiihren von algebraischen Berechnungen als auch zur Beweisplanung
genutzt werden kann. Hierzu miissen allerdings einige Erweiterungen von {)-mxrp vorge-

nommen werden, die wir uns in den nichsten Abschnitten betrachten wollen.
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4.1.1 Zahlen in -MKRP

Wie bereits in Kapitel 2 Abbildung 2.1 angedeutet, ist die Behandlung numerischer Rech-
nungen auf Logikebene sehr umstéindlich. Denn um Theoreme so allgemeingiiltig wie mog-
lich zu halten, beschrinkt man die verwendeten logischen Konstanten und damit auch die
Zahl der Hypothesen, um deren Verhalten zu axiomatisieren, auf ein Minimum. Aus die-
sem Grund fithrt man Zahlen in der Logik meist mengentheoretisch ein und baut neue

Zahlenmengen auf bestehenden auf.

In der Mengenlehre von ZERMELO-FRAENKEL [Zer08] kann mit Hilfe des Extensio-
nalitdts- und des Aussonderungsaxioms eindeutig eine kleinste induktive Menge definiert
werden, die die Rolle der natiirlichen Zahlen iibernehmen kann. Hierzu benutzt man aus-
schlieBlich die auf jeden Fall existierende leere Menge () und baut auf dieser induktiv
weitere Mengen wie folgt auf: 0, {0},{0,{0}},.... Dabei entspricht die leere Ausgangs-
menge der 0 und das Prinzip der Mengenschachtelung der Nachfolgerfunktion s(n) =
n+1[Qui67, EFT92, EHH*92]. Mit Hilfe dieser beiden Konstanten lassen sich nun natiirli-
che Zahlen in Logik fassen und sich bereits einige Grundrechenarten auf ihnen definieren, so
zum Beispiel die Addition, wie dargestellt in Abbildung 2.1, oder die Multiplikation durch
iterierte Addition. Aufbauend auf der Menge der natiirlichen Zahlen, lassen sich durch
Definition weiterer Funktionen gréfere Zahlenbereiche bilden: durch die Einfithrung einer
Vorgangerfunktion p(n) = n <1 die ganzen Zahlen, durch Bildung von Paaren ganzer
Zahlen die rationalen Zahlen, mittels Axiomatisierung Dedekindscher Schnitte die reellen

Zahlen usw.

Um aber aufwendiges Rechnen mit Nachfolgerfunktionen etc. zu vermeiden, fithren wir
Zahlen direkt in Q-mkrp ein. In der Praxis hat es sich als Vorteil erwiesen, reelle Zahlen
zur Verfiigung zu haben, weil sich auf diesen die wichtigsten Grundrechenarten und auf
reellen Funktionen Begriffe wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit problemlos definieren
lassen. Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit Polynome und deren Manipulation eine grofie
Rolle spielen werden, ist es giinstig, reelle Zahlen als Polynomkoeffizienten zu nutzen, mit
denen sich relativ umfangreich algebraisch rechnen 1afit. (Ein bekanntes Beispiel ist die

Nullstellenbestimmung eines Polynoms wie 22 = 2 in Q[z] und IR[z].)

Damit Q-mkrp direkt mit reellen Zahlen rechnen kann, mufl die Logik aus Kapitel 3
erweitert werden. Zunéchst vergrélern wir die Menge der Basistypen 7 um den Typ der
reellen Zahlen v, dann fiigen wir der Signatur X folgende Grundrechenarten als Konstanten

hinzu

{+7<:>7*7/7T} € Z(V,ll)*)l/? (41)

Deren Semantik versehen wir mit der in der Mathematik iiblichen Bedeutung, also Addition,

Subtraktion, Multiplikation, Division und Exponentiation in den reellen Zahlen.
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Zur Realisierung dieses Konzeptes innerhalb eines Beweises bedient sich Q-mxrp der
Taktik SIMPLIFY-NUM, mit der Berechnungen auf reellen Zahlen innerhalb eines Beweis-
schrittes durchgefiithrt werden. So entspriche die Berechnung aus Abbildung 2.1 folgendem
Inferenzschritt:

L. F5 =5 (=1)

THM. F3+2=5 (SIMPLIFY-NUM L1)
Die Taktik konnte so erweitert werden, daf} sie bei Bedarf expandiert werden kann. Dies
fithrte zu einem Teilbeweis wie angegeben in Abbildung 2.1. Um die konkreten Berechnun-
gen auflerhalb der Logik durchzufithren, bedient sich die Taktik eines Aufrufs des Lisp-

Interpreters, in dem das 2-mxre-System arbeitet.

4.1.2 Polynome in (>-MKRP

Da wir uns im Verlauf dieser Arbeit noch viel mit der Manipulation von Polynomen
beschiiftigen werden, soll an dieser Stelle die Darstellung von Polynomen in Q-mxrp ein-
gefithrt und Operationen auf diesen definiert werden. Hierzu bedienen wir uns der reellen

Zahlen aus Abschnitt 4.1.1 und der in Gleichung (4.1) angegebenen Grundrechenarten.

Allgemein kann ein Polynom aus K[z1, ..., z,] (also dem Ring der Polynome iiber einem
Korper IK in 7 Variablen) als eine Abbildung IK x ... x IK — IK betrachtet werden. (Ver-
—_— ——

r-mal
gleiche hierzu zum Beispiel [vdW50, Bos93].) Um dieses funktionale Verhalten in Q-ukrp

zu simulieren, werden Polynome als A-Abstraktion iiber den Variablen des Polynomringes
dargestellt. Konkret wird fiir Polynome iiber IR folgende Darstellung gewé&hlt:

T
Seip € Rz1,..., 2], p= 3 ozix?i ez, wobei oy € IR undey,,...,ep, €Ny i=1,...,7,

=1
dann entspricht p einer \-Abstraktion

ALY o AT (@™ - e (o oy ) ), (4.2)
und es gilt fir den Typ von p: 7(p) = (v,...,V) = V.
—_——

Zu beachten ist bei obiger Darstellung,r (_iglf? lp in der Ordnung von Definition 4.3 in Ab-
schnitt 4.2 ist. Zusétzlich gelte die Forderung, dafl in den einzelenen Monomen immer
die Variablen mit Exponent 0 aufgefiihrt sind. (Zu den Begriffen der Polynomdarstellung
vergleiche Abschnitt 4.2) Die Schreibweise des Polynoms in 4.2 entspricht bereits einer ver-
einfachten infix Reprisentation, die die Lesbarkeit hier und im folgenden erhohen soll. In

der Logik von Q-mkrp ist ein Polynom in Préfixschreibweise wie folgt reprisentiert
ALL AT (+ (kg (2 (T zre1,) +0)) - (xaq (x (T z1e1,) 7)) -+*) (4.3)

Nachdem nun Polynome in Q-mkrp verfiigbar sind, definieren wir als néchstes die logi-

schen Konstanten, die zu deren Manipulation benétigt werden:
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@ fiir Polynomaddition

® fiir Polynommultiplikation

0, fiir die Differentiation eines Polynoms

J, fiir die Integration eines Polynoms

Dabei ist zu beachten, dafl Polynomaddition und -multiplikation je zwei Polynome als
Argumente benétigen, wogegen Polynomdifferentiation und -integration jeweils ein Poly-
nom und eine natiirliche Zahl j fordern. j gibt die Position der jeweiligen Variable an,
beziiglich deren differenziert bzw. integriert wird. Ein Beispiel fiir die Anwendung einer der
beiden ersten Operationen ist bereits in Kapitel 2 Abbildung 2.2 gegeben. Zur Erliduterung
des Verhaltens der beiden letzteren Operationen seien hier kurz zwei Polynomdifferentia-

tionen angegeben

Oy Az ye (2% + 22y + y), 1) Az Ay, (22 + 2y)
DAz e (2% + 22y +4),2) = Ay (27 +1)

Die soeben eingefithrten und im Rest dieser Arbeit benutzten Symbole entsprechen
wiederum nicht der eigentlichen Darstellung in Q-mxrp. Und dies nicht nur weil wir die
Symbole in Q-mkrp computergerecht darstellen miissen, sondern auch weil von der logi-
schen Sichtweise verschiedene Symbole fiir intuitiv gleiche Operationen auf verschiedenen
Polynomringen benutzt werden miissen. Um diesen Punkt niher zu erldutern, setzen wir
den Umgang mit syntaktischen Symbolen in der mathematischen Umgangssprache in Bezug

zu dem in einer Logik wie HOL.

In der Mathematik werden hiufig fiir verschiedene Funktionen, die gleichartige Abbil-
dungsvorschriften auf unterschiedlichen Mengen bezeichnen, die gleichen Funktionssymbole

benutzt. So bezeichnen zum Beispiel
e +:IRXxIR—=IR e +:IR[z] X IR[z] = IR[z] e +: IR[z,y] X R[z,y] — R[z,y]

drei verschiedene Arten der Addition: auf den reellen Zahlen und auf den reellen Poly-
nomringen in ein und zwei Variablen. Auf eine Unterscheidung der Symbolik kann ver-
zichtet werden, weil einem Mathematiker anhand der Summanden klar ist, auf welchen
Mengen die Operation ausgefithrt und damit welche der Funktionen benutzt werden mu$f.
Dieses semantische Uberladen eines syntaktischen Operators ist in der Logik HOL je-
doch nicht méglich. Betrachten wir wieder die drei verschiedenen Additionsfunktionen,
so stellen wir fest, daf} sie auf Mengen operieren, deren einzelne Entitéiten Objekten un-
terschiedlichen Typs in HOL entsprechen. Damit sind auch die jeweiligen Funktionssym-
bole von verschiedenem Typ. Nun wurde aber mit Definition 3.4 gefordert, daf3 die Signa-

tur eine disjunkte Familie von Mengen ist, womit in HOL alle drei Additionsoperatoren
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durch verschiedene Symbole ausgedriickt werden miissen. In 2-mxrp wird nun, um die Kor-

rektheit der Logik zu gewéhrleisten, jeder Operation auf jedem Polynomring ein eigenes

Symbol zugeordnet. So wird die Addition auf Polynomen aus R[zy,...,z,;], n > 1 durch

pplus-rn € Xy 0),(vyv))—(v,..) dUSGedriickt. (Ebenso entsprechen die anderen drei
——

n+1 -mal n+1 -mal n+1 -mal
Polynomoperationen pmult-rn € X, . 1) (v,...v)=(v,...,) und pderiv-rn ,pinteg-rn €
——

n+1 -mal n+1 -mal n+1 -mal

2((,,,___,l,),l,)_)(,,,___,l,).) In dieser Symbolik steht das Suffix rn fiir den Polynomring iiber
—~— —~—

n+1 -mal n+1 -mal

dem Koeffizientenkorper IR in n Variablen. Damit erhalten wir als logisches Aquivalent fiir
die als Beispiel angefiihrten Additionen:
e+ € Z(II,I/)*)V Opplus—rl € z]((1/,1/),(1/,1/))%(1/,1/) i p’plus'TZ € z]((1/,1/,1/),(1/,1/,1/))%(1/,1/,1/)
Bei entsprechender Einschrinkung des Basistyps v € Tp sind obige Funktionen auch

iiber anderen Polynomringen definierbar. So wire pplus-zn die Polynomaddition in

Z[x1,...,2y], n > 1 und pplus-gn entsprechend in Q[zy,...,x,], n > 1.

Um den Unterschied zwischen der in dieser Arbeit benutzten Schreibweise und der ei-
gentlichen 2-mxrp Darstellung zu verdeutlichen, betrachten wir abschliefend die binomische

Formel des Theorems in Abbildung 2.2 in vereinfachter Form
Az Ay (z + y) @ Az (z + y)) = Az (22 + 22y + 3?))

und in vollstdndiger HOL-Représentation

(= (pmultr2 AX.AY.(+(x1(+x(1 X 1) (T Y 0)))
(x1(x(t X0) (1 Y1)
AXAY.(+ (+ 1 (+ (1 X 0) (1 Y 1))
(10 (t X 1) (1 Y0))
AXAY.(+ (+1(+ (1 X2) (1 Y 0))
«*2(x (T X1) (1 Y 1))
«1(x (T X 0) (1Y 2)
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4.2 uCAS

Das Herz vieler in der Praxis verwendeter Computeralgebrasysteme bildet oft ein lei-
stungsfiahiger Mechanismus zur Manipulation von Polynomen. Diese Mechanismen sind
einerseits sehr weit entwickelt, weil viele gute Algorithmen zur Polynommanipulation exi-
stieren, andererseits auch von zentralem Interesse, weil sich viele Berechnungen auf weitaus
komplizierteren mathematischen Objekten auf Polynome zuriickfithren lassen. Daher ist
es naheliegend, in SAPPER ein CAS mit Polynomalgorithmen zu benutzen.  CAS ist eine
Sammlung solcher Algorithmen, die in CLOS implementiert sind und teilweise vom Autor
selbst entworfen wurden oder auf Schemata in [Zip93, DST88, ASS86] beruhen. In diesem
Abschnitt betrachten wir zunichst die Darstellung von Polynomen in p CAS und dann die
in diesem System integrierten Algorithmen. Ein besonderer Schwerpunkt liegt dabei auf
den notwendigen Erweiterungen, so daf} sie in SAPPER zur Beweisplanung benutzt werden

konnen.

4.2.1 Polynome in ;CAS

Bevor Algorithmen zur Manipulation von Polynomen fiir ein CAS erstellt werden kénnen,
muf} grundsétzlich geklart sein, wie Polynome représentiert werden bzw. wie ihre Daten-
struktur aussieht. In y CAS wird besonders darauf Wert gelegt, dafl Polynome beziiglich
der Zugehorigkeit zu einem Polynomring spezifiziert sind. Das bedeutet insbesondere, dafl

Koefhizientenkorper und Variablenanzahl festgelegt sind.

Bevor wir uns den eigentlichen Datenstrukturen zuwenden, definieren wir zunéichst ei-

nige Begriffe fiir die Polynomdarstellung. (Vergleiche hierzu auch [Zip93], Seite 109f.)

n

Definition 4.1: Sei p € K[z1,...,2,], p = '21 oyt -z, ein Polynom in r Variablen
1=

mit Koeffizienten o; € IK, 1 = 1,...,r, dann heifit die Darstellung von p

e variablendicht, wenn in jedem seiner Monome alle r» Variablen vertreten sind, d.h.
auch Nullexponenten werden aufgefithrt; variablenarm, wenn sie nicht variablendicht

ist.

e rekursiv, wenn p ein univariates Polynom ist, dessen Koeffizienten wieder Polynome
in r &1 Variablen sind. Das bedeutet, p kann aufgefafit werden als ein Polynom in
K[z, ][xret] . .. [21]; expandiert, wenn es ein multivariates Polynom mit Koeffizienten

ausschlieBlich aus IK ist.

e graddicht, wenn p auch alle Monome mit Koeffizienten 0 umfait; gradarm, wenn sie
nicht graddicht ist.
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Zum besseren Verstindnis der in Definition 4.1 eingefiihrten Begriffe betrachten wir
das Polynom p = 22y® + 222 + y23 + y2? + 2z, p € Z[z,y, 2] in verschiedenen gradarmen
Darstellungen. p; = 2%y® + 222 + y2* + y2? + 2z ist dann in expandierter und py = z2(y% +
z) +y(2% +22) + z in rekursiver, jeweils variablenarmer Darstellung. In den variablendichten
Représentationen werden auch diejenigen Variablen aufgefiihrt, deren Exponenten 0 sind,
wobei fiir p die expandierte Darstellung p3 = z%y32° + 222" + 2% 123 + 20yl 22 4 209021
und pg = ((2%)y3 + (2H)y")z? + ((22 + 22)y + (21)y°)2z? die rekursive ist. Man erkennt nun,
daBl py und p4 jeweils als Elemente in Z[z][y][z] zu verstehen sind, also als Polynome in der

Variablen z, deren Koeffizienten wiederum Polynome aus Z[z][y] sind.

Betrachten wir nun im folgenden Polynome in variablendichter, expandierter Darstel-
lung, dann ist es uns moglich, beziiglich der einzelnen Monome eine Ordnung zu definieren.

Definition 4.2 (Monom-Ordnung): Seien m = az{' ---z¢ und n = Bz’ ---z/" Mo-

nome in K[zy,...,z,], mit a, 8 € Kund e;, f; €IN, i =1,...,r, dann ist

e m exponentengleich n, m=;n, wenn fiir alles = 1,...,r gilt e; = f;,

e m exponentengréfier n, m >, n, wenn e; = f; und e;; > fi1q gilt fiir 0 <47 <7,

ansonsten ist m exponentenkleiner n, m <gn.

Mit Hilfe von Definition 4.2 kénnen die einzelnen Monome eines Polynoms so geordnet

werden, dafl wir immer eine Normalform fiir Polynome angeben kénnen.

Definition 4.3 (Polynom-Ordnung): Sei p = f: m; ein Polynom, dann ist p in nor-
maler Ordnung, wenn fiir seine Monome gilt: m; <Z‘:'nl7,i+1, 1=1,...,i &1

Fiir die konkrete Datenstruktur von Polynomen in u CAS hat sich der Autor fiir eine
gradarme, variablendichte, expandierte und normalgeordnete Darstellung entschieden. Va-
riablendichte, expandierte Darstellung ermdéglicht direkte Exponentenvergleiche und damit
effiziente Algorithmen; durch gradarme Représentation wird der Speicherverbrauch auch
bei schwachbesetzten multivariaten Polynomen in Grenzen gehalten. Implementiert ist die-
se Darstellung durch eine gemé&fl Definition 4.3 geordnete Liste von Monomen. Die Monome

selbst sind wiederum Listen der Form (Koeffizient Exponent;...Exponent,) fiir Poly-

nome in r Variablen. Damit ergibt sich allgemein fiir ein Polynom p € Klz1,...,2,], p =
n

> aim?i ..z, folgende Listenrepriisentation:

i=1

p: ((amer,-er,) (nerer, --wer, i) (o1 er - -er))

Unser Polynom p = z2y® + 122 + yz3 + yz? + 2 entspricht in ;4 CAS also einer Liste der
Form ((1230) (1201) (1013) (1012) (1001))
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(defclass cat+polynomial ()
((var-number :initarg :var-number
:initform 1
:reader ca”poly-var-number)
(data :initarg :data-list
:initform nil

raccessor ca“poly-data)))

Abbildung 4.2: Die CLOS-Definition der Oberklasse von Polynomen in y CAS

Zusétzlich zu dieser Datenliste enthilt jedes Polynom explizit die Variablenanzahl bei-
geordnet. Abbildung 4.2 zeigt die allgemeine Definition der CLOS-Klasse fiir Polynome in
1 CAS, deren Attribute sowohl die Liste als auch die Variablenanzahl sind. (Zu den allge-
meinen Begriffen des objektorientierten Programmierens siehe auch [CN94], zu Begriffen
aus CLOS [Kee89].)

(defclass catnat-polynomial (ca+polynomial)
0)
(defclass cat+int-polynomial (ca+polynomial)
)
(defclass catrat-polynomial (ca+polynomial)
0)
(defclass catreal-polynomial (cat+polynomial)
0)
(defclass catcomplex-polynomial (ca+polynomial)

O

Abbildung 4.3: Die CLOS-Definition der Unterklassen von ca+polynomial

Um Polynome auch nach ihren Koeffizienten spezifizieren zu kénnen, werden Unter-
klassen fiir Polynome mit verschiedenen Koeffizientenkérpern zur Verfiigung gestellt. Im
derzeitigen Stand der Implementation von p CAS existieren Klassen fiir Polynome aus den

natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen (vergleiche Abbildung 4.3).

4.2.2 Algorithmen in ; CAS

1 CAS stellt die grundlegenden und einfachen Algorithmen zur Manipulation von Polyno-
men zur Verfiigung. Dabei handelt es sich hauptséchlich um die in Abschnitt 4.1.2 vorge-
stellten Operationen auf Polynomen; dariiber hinaus werden aber auch noch einige andere
Funktionen bereitgestellt, wie z.B. Operationen zur Nullstellenbestimmung oder zur Aus-

wertung von Polynomen. Eine Besonderheit der Algorithmen ist eine Erweiterung, so daf}
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sie geniigend Informationen iiber ihre einzelnen Rechenschritte liefern und es damit ermdogli-
chen, einen vollstindigen ND-Beweis fiir die jeweiligen Berechnungen zu konstruieren. Im
folgenden sollen nur die notwendigen Erweiterungen im Vordergrund stehen, wihrend die

Algorithmen selbst nur eine untergeordnete Rolle spielen.

Die Erweiterungen der Algorithmen von puCAS wurde nach zwei Kriterien vorgenom-
men. Zum einen sollen die Algorithmen ausreichende Informationen iiber ihr Rechenverhal-
ten liefern, so dafl daraus ein vollstindiger Beweisplan konstruiert werden kann. Hierfiir mufl
jeder signifikante Rechenschritt des Algorithmus, also jede Manipulation der Datenstruktur,
auf der der Algorithmus arbeitet, protokolliert werden. Zum anderen soll das Rechenverhal-
ten der Algorithmen durch die vorgenommenen Erweiterungen nicht verédndert werden. Das
bedeutet, dafl aufler durch Zusatzausgaben oder einige zusétzliche mitverwaltete Variablen

das Schema eines Algorithmus nicht modifiziert werden soll.

(defgeneric ca”polynomial-addition (polyl poly2)
(:method ((polyl catpolynomial) (poly2 ca+polynomial))
(CA=QUTPUT-TACTIC °’POLYNOMIAL-ADDITION)
(ca™create-polynomial
(ca=padd-recursive (ca“poly-data polyl) (ca“poly-data poly2))
:field (ca~get-poly-field polyl)
:var (ca”poly-var-number polyl))))

(defun ca=padd-recursive (datal data2)
(cond ((null datal) data2)
((null data2) datal)
((ca=exp-equal (ca=exps (first datal)) (ca=exps (first data2)))
(CA=QUTPUT-TACTIC ’MONOMIAL-ADDITION)
(append (list
(append (list
(+ (ca=coeff (first datal))
(ca=coeff (first data2))))
(ca=exps (first datal))))
(ca=padd-recursive (rest datal) (rest data2))))
((ca=exp-greater (ca=exps (first datal)) (ca=exps (first data2)))
(CA=0UTPUT-TACTIC ’POP-FIRST)
(append (list (first datal))
(ca=padd-recursive (rest datal) data2)))
(t (CA=DUTPUT-TACTIC ’POP-SECOND)
(append (list (first data2))
(ca=padd-recursive datal (rest data2))))))

Abbildung 4.4: Rekursiver Algorithmus zur Polynomaddition in CLOS

Als Beispiel betrachten wir die Polynomaddition in u CAS, deren CLOS-Code in Ab-



46 Kapitel 4. SAPPER

bildung 4.4 zu sehen ist. Der Algorithmus selbst ist in zwei Funktionen unterteilt: In eine
Methode fiir die polymorphe Funktion ca~polynomial-addition, die auf zwei Objekten
des Typs ca+polynomial, also zwei Polynomen (siehe Abbildung 4.2), arbeitet, und eine
Funktion ca=padd-recursive, die rekursiv mit den Datenlisten der beiden Argumente von
ca~polynomial-addition, also den einzelnen Monomen, rechnet.

Wird die Polynomaddition mit zwei Argumenten p = Z m; und ¢ = Z n; aufgerufen,

=1 =1
werden zunichst die Datenlisten von p und ¢ an die rekursive Funktion ubergeben Bei je-

dem Lauf von ca=padd-recursive werden die Exponentenlisten der jeweils ersten Monome

von p und ¢ verglichen. Uberlegen wir uns den Algorithmus fiir die erste Rekursionstiefe,

also fiir die Monome m; und n;, dann geschieht Folgendes: Gilt m; =, n1, so werden die
T S

Monome addiert und ca=padd-recursive mit Y, m; und Y. n; (bzw. den entsprechenden
i=2 i=2

r S
Datenlisten) erneut aufgerufen. Gilt my >, ny (bzw. my <gnq), so sind > m; und ) n;
i=2 i=1
r S
(3 m; und Y n;) die Argumente fiir den rekursiven Aufruf von ca=padd-recursive. Die-
i=1 i=2
ser Algorithmus wird so lange durchgefiihrt, bis eine der beiden Listen leer ist. Da wir in
Abschnitt 4.2.1 die normale Ordnung unserer Polynome gefordert haben, ist das Ergebnis-

polynom des Algorithmus erneut in normaler Ordnung.

Die Erweiterung fiir die Beweisplanung erfolgt durch Einfiigen von Aufrufen an die
Funktion ca=output-tactic, deren Aufgabe es ist, einen Taktiknamen und zusétzliche
Argumente auszugeben. Beim vorliegenden Algorithmus ist aber die Ausgabe blofler Tak-
tiknamen ausreichend. Bei der Polynomaddition werden hierfiir vier verschiedene Taktiken
benutzt: POLYNOMIAL-ADDITION, POP-FIRST, POP-SECOND und MONOMIAL-ADDITION. (Ei-
ne Aufstellung dieser Taktiken befindet sich in Anhang B) Dabei entspricht die erste Taktik
der Addition der beiden Summen, als die Polynome aufgefafit werden kénnen, wiahrend die

restlichen drei die Operationen auf Monomen beschreiben.

Rechenschritt Taktikausgabe

(322 + (22 + 5)) + (52> + (z + 2)) (polynomial-addition)
(52% + (32 + (22 +5)) + (z +2))) (pop-second)

(52% + (32% + ((2z + 5) + (z + 2)))) (pop-first)

(52% + (32 + 3z + (5+ 2)))) (monomial-addition)
(52% + (32 + 3z + 7))) (monomial-addition)

Abbildung 4.5: Taktikausgabe der u CAS-Berechnung von (4.4)

Zur Erlduterung der Rechenschritte und damit der Bedeutung der einzelnen Taktiken

untersuchen wir das Verhalten des Algorithmus anhand der einfachen Polynomaddition

pP®q= (32 + (22 +5)) ® (52° + ( + 2)). (4.4)
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Abbildung 4.6: Die Systemarchitektur von SAPPER

Die Rechenschritte und die dazu korrespondierenden Ausgaben der ca=output-tactic-
Funktion sind angegeben in Abbildung 4.5. Zunéchst werden die beiden Polynome p und
q zu einem Polynom zusammengefiigt, was der POLYNOMIAL-ADDITION-Taktik entspricht.
Dann wird das kubische Monom in ¢ — das zweite Argument der Polynomaddition — an den
Anfang der Summe gestellt. Diese Information wird mit dem Schliisselwort POP-SECOND
protokolliert. Ebenso entspricht die POP-FIRST-Taktik einer Umordnung des ersten Sum-
manden im ersten Argument, also dem quadratischen Monom in p. Schliellich werden die
restlichen Monome in zwei Schritten addiert. Dies wird jeweils mit MONOMIAL-ADDITION

protokolliert.

4.3 Schnittstelle

Das SAPPER-System kann als eine generische Schnittstelle angesehen werden, das Q-mkrp
mit einem oder mehreren CAS verbindet. Dabei bedeutet generisch, dafl das System er-
weiterbar ist, ohne daB Anderungen an den bereits bestehenden Funktionen vorgenommen
werden miissen. Im jetzigen Stadium der Implementation stellt SAPPER im wesentlichen ei-
ne Verbindung zwischen Q-mkrp und p CAS dar und wird im folgenden auch anhand dieser

beiden Systemteile erldutert.

Der grundlegende Aspekt fiir die Systemintegration zwischen Q-mkrp und pCAS ist
eine Master-Slave-Beziehung der beiden Systeme, die durch eine Briicke, die Schnittstelle,
realisiert wird. Die Arbeitsweise ist schematisch in Abbildung 4.6 dargestellt und entspricht
dem generellen Paradigma fiir Systemkombinationen aus [CMP91]. Von der technischen
Seite konnen Q-mkrp das CAS als zwei voneinander unabhéngige Prozesse gesehen werden,
von denen der erste Anfragen an letzteren stellen kann und dieser Resultate zuriickgibt.

Dabei lauft die Kommunikation nicht direkt zwischen den beiden Systemen, sondern iiber
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einen dritten, ebenfalls unabhingigen Prozef, den der zwischengeschalteten Schnittstelle.
Deren Rolle ist dabei, das Ubermitteln von Nachrichten zwischen beiden Systemen zu
automatisieren, indem sie Ausgaben des einen Systems in Daten des anderen umwandelt.
Ein Aufruf von 4 CAS in Q-vkre wird also iiber die Schnittstelle an dieses weitergeleitet.
Der Prozef} von 2-mxrp befindet sich dann so lange im Wartezustand, bis das Resultat einer
Berechnung von i CAS iiber die Schnittstelle zuriickgegeben wird. Diese Handhabung der
Prozesse ist durch die jetzige Version von {2-mkrp bestimmt und kénnte in einer spiteren

Implementation durchaus gedndert werden.

Um nun die inhaltlichen Designentscheidungen fiir die einzelnen Komponenten der
Schnittstelle zu motivieren, betrachten wir zunéchst die an diese gestellten Anforderun-
gen, von denen bereits einige in Kapitel 2.4 aufgefithrt wurden:

Selbstverstidndlich soll uns die Schnittstelle ermoglichen, Beweispline aus CAS-Berechnun-
gen nach 2-mxrp zu importieren. Hierfiir sollen 2-mxrp und CAS so verbunden werden, daf}
weder die Logik in Q-mkrp noch die Schemata der Computeralgebra-Algorithmen geéndert
werden miissen. Dariiber hinaus sollen die beteiligten Systeme ihre Eigenstédndigkeit erhal-
ten. (Man vergleiche hierzu gegensitzliche Ansitze wie zum Beispiel in [GPT94, HC95],
bei denen Logik und Kontrolleinheiten der integrierten Systeme verandert werden miissen.)
Um nicht bei jeder CAS-Berechnung einen vollstindigen Beweis fiir diese zu erhalten — zum
Beispiel wihrend der Beweissuche — soll es auch mdéglich sein, nur Resultate des CAS zu
benutzen. Das CAS soll also in einem sogenannten Verbose-Mode, in dem es ausreichende
Informationen iiber die Berechnungen liefert, und daneben als Black-Boz, also nur als Lie-
ferant von Ergebnissen, eingesetzt werden koénnen. Hierfiir kénnten wir, wenn nétig, sogar
verschiedene Algorithmen fiir die gleiche Berechnung einsetzen und diese eventuell auch
aus verschiedenen CAS. Also sollten auch mehrere CAS gleichzeitig und parallel in SAPPER
integrierbar sein. Schlielich soll es méglich sein, dem System neue Algorithmen und CAS
hinzuzufiigen, ohne die bestehende Implementation verindern zu miissen, wofiir die Funk-

tionalitdt der Schnittstelle moglichst allgemein und generisch gehalten werden mu#.

SAPPERs Schnittstelle erfiillt all diese Anforderungen. Abbildung 4.7 ist die schematische
Darstellung der Schnittstelle zwischen Q-ukre und pu CAS. In ihr ist zu erkennen, dafl die

Schnittstelle in zwei voneinander unabhingige Module eingeteilt werden kann:

o den Ubersetzer, der Syntaxiibersetzungen zwischen Q-ukre und pCAS in beiden
Richtungen ausfithrt (siehe Abschnitt 4.3.1),

e und den Taktikgenerator, der die Zusatzinformationen eines y CAS-Algorithmus in

Q-mkrp Beweispline umwandelt (siehe Abschnitt 4.3.2).

In den folgenden Abschnitten werden diese beiden Module niher beschrieben, wobei
darauf verwiesen wird, wie diese Realisierung den oben spezifizierten Anforderungen gerecht

wird.
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Abbildung 4.7: Die Schnittstelle zwischen Q-vkre und p CAS

4.3.1 Ubersetzer

Die Ubersetzungseinheit der Schnittstelle ist zustindig fiir die Syntaztransformation zwi-
schen den angeschlossenen Systemen?, der Deduktionskomponente einerseits und der Com-
puteralgebra-Komponente auf der anderen Seite. Dariiber hinaus wird aus dem Ubersetzer
heraus das eigentliche CAS aufgerufen. Um die Verbindung zu pCAS zu spezifizieren,
wird ein sogenanntes abstraktes CAS definiert, in dem sowohl die Syntaxtransformationen
als auch eine Funktion zum Aufruf von uCAS angegeben sind. Abbildung 4.8 zeigt die
Definition eines solchen abstrakten CAS fiir 4 CAS.

(ca”defsystem :myCAS

(translations
(p-plus-rl (ca“polynomial-addition (:realpoly :realpoly :realpoly)))
(p-plus-r2 (ca“polynomial-addition (:realpoly :realpoly :realpoly)))
(p-mult-r1 (ca~polynomial-multiplication (:realpoly :realpoly :realpoly)))
(p-mult-r2 (ca~polynomial-multiplication (:realpoly :realpoly :realpoly)))
(p-deriv-rl (ca“differentiate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))
(p-deriv-r2 (ca“differentiate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))
(p-integ-rl (ca”integrate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))
(p-integ-r2 (ca”integrate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))
)

(call eval))

Abbildung 4.8: Definition eines abstrakten CAS fiir 4 CAS

’Diese speziellen Syntaxtransformationen kénnten in Zukunft durch eine einheitliche Ubersetzung in das
OpenMath-Protokoll [AvLS95] ersetzt werden.
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Darin wird zunéchst der Name festgelegt, mit welchem das CAS aus Q-mkrp heraus
angesprochen wird (im Beispiel :mycas); dieser kann, muf§ aber nicht, dem Namen des
tatsdchlichen CAS entsprechen. Das Schliisselwort translations leitet eine Reihe von

Syntaxabbildungen ein. Diese sind jeweils von der Form:
(omegafunction (casfunction (argtype;...argtype, resulttype)))

Dies bedeutet, daf} eine Q-mxrp-Funktion einer y CAS-Funktion und ihre n Argumente ent-
sprechenden p CAS-Objekten vom Typ argtypes, ... argtype, zugeordnet werden. Schlief}-
lich gibt resulttype den Typ des u CAS-Objekts an, das als Resultat erwartet wird. Folg-
lich entspricht in Abbildung 4.8 zum Beispiel die Zeile

(p—plus-r1l (ca”polynomial-addition (:realpoly :realpoly :realpoly)))
einer Abbildung der logischen Q-mxrp-Funktion p-plus-rl auf die puCAS-Funktion
ca~polynomial-addition, deren beide Argumente reelle Polynome sind und die ein eben-

solches als Ergebnis liefert.

Die letzte Komponente eines abstrakten CAS besteht aus dem Schliisselwort call und
einer Lisp-Funktion, mit deren Hilfe das eigentliche CAS aufgerufen wird. Im Falle von
1 CAS handelt es sich dabei um die COMMON LISP-Funktion eval, da u CAS im gleichen
Lisp-Prozel wie SAPPER. l4uft.

Um die im abstrakten CAS spezifizierten Ubersetzungen auf Objektebene zu realisieren,

stehen in der Ubersetzungseinheit zwei polymorphe Funktionen zur Verfiigung:

ca~build-object iibersetzt -mkrp-Syntax in pu CAS-Objekte

ca~rebuild-object transformiert y CAS-Syntax in QQ-mkrp-Syntax.

Die Zusammenarbeit der einzelnen Objekte und Funktionen lduft nach dem in Ab-
bildung 4.9 angegebenen Schema. Nachdem von Q-mkrp pCAS zur Vereinfachung einer
bestimmten Funktion aufgerufen wurde, wird deren computeralgebraisches Aquivalent in
den Funktionsabbildungen des entsprechenden abstrakten CAS nachgesehen. Mit diesem
Wissen werden die Argumente der Q-mkrp-Funktion durch ca~build-object in uCAS-
Objekte iibersetzt und der vollstindige Funktionsaufruf an das CAS iibergeben. Nachdem
die Berechnung in p CAS ein Resultat liefert, wird dieses anhand des in der Zuordnungs-
tabelle translations angegebenen Typs durch ca~rebuild-object in {2-mxrpP-Syntax

transformiert und an 2-mkre schlieBlich zuriickgegeben.

Im Falle der beiden Funktionen ca~build-object und ca~rebuild-object bedeutet
polymorph, daf} beziiglich verschiedener Objekte verschiedene Methoden einer Funktion
implementiert sind. Abbildung 4.10 zeigt dies anhand zweier unterschiedlicher Methoden

der ca~build-object Funktion: die erste Methode spezifiziert, wie reelle Polynome, die
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ca~build-object

ca~rebuild-object

Abbildung 4.9: DatenfluBdiagramm fiir die Ubersetzungseinheit

zweite wie natiirliche Zahlen in y CAS-Syntax umgewandelt werden. Dabei wird mit Hilfe
der letzten beiden von drei Argumenten der Funktion festgelegt, wann die entsprechende
Methode angewandt wird. Die eigentlichen Syntaxtransformationen werden bei beiden Me-
thoden jeweils in Hilfsfunktionen (ca=build-mycas-poly und ca=build-mycas-number)
durchgefiihrt.

(defmethod ca“build-object (term (object (eql :realpoly)) (system (eql :mycas)))
(ca=build-mycas-poly :real term))

(defmethod ca“build-object (term (object (eql :nat)) (system (eql :mycas)))
(let ((number (ca=build-mycas-number term)))
(unless (typep number ’(integer 1))
(error number))

number) )

Abbildung 4.10: Methoden fiir die polymorphe Funktion ca~build-object

Der Begriff der polymorphen Funktion ist ein wesentlicher Bestandteil des Paradigmas
der objektorientierten Programmierung [CN94, KARB91], der es erméglicht, fiir bereits
bestehende Funktionen neue Methoden beziiglich neuer Objekte zu definieren. Ebenso sind
abstrakte CAS nichts weiter als Objekte, also konkrete Instanzen einer Klasse. Damit ist es
nun moglich, den Ubersetzungsteil zu erweitern, indem man neue abstrakte CAS definiert
und neue Methoden fiir die beiden polymorphen Funktionen. Dafiir mufl an der bestehenden
Implementation nichts verindert werden. Dariiber hinaus kénnen durch Definition mehrerer
abstrakter CAS auch mehrere CAS gleichzeitig in SAPPER integriert werden. (Zu dieser
erweiterten Systemarchitektur siehe auch Abbildung 4.11)
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Abbildung 4.11: Schnittstelle zwischen 2-mxrp und mehreren CAS

4.3.2 Taktikgenerator

Der Taktikgenerator der Schnittstelle stellt die Mechanismen zur Verfiigung, um Zusatz-
ausgaben der Computeralgebra-Algorithmen in einen fiir Q2-mMkrp verwertbaren Beweisplan
zu transformieren (vergleiche hierzu Abbildungen 4.7 und 4.12). Er ist in zwei mitein-
ander kommunizierende Einheiten unterteilt: in den Generator selbst und eine Kontrolle,
die wichtige zusitzliche Beweisinformationen verwaltet. Hierzu z&hlen zum Beispiel die
Zeile, auf die das CAS angewandt wird, oder die Termposition der vom CAS zu vereinfa-
chenden Funktion. Diese Informationen werden bei Aufruf eines CAS in Verbose-Mode von
Q-mkre iibergeben. Demgegeniiber erhiilt der Generator seine Informationen vom jeweiligen
Computeralgebra-Algorithmus, der gemifl seinem Rechenverhalten Namen von Taktiken
iibergibt. Im Generator werden diese protokolliert und entsprechend des Kontrollwissens
bearbeitet, was bedeutet, dafl die iibergebene Taktik in eine Sequenz von Taktiken der
Faktenebene expandiert wird. Infolgedessen kann es auch zu Anderungen innerhalb der
Kontrolle kommen (zum Beispiel miissen etwaige Termpositionen aktualisiert werden). So
entsteht wihrend des Laufs des Algorithmus ein Beweisplan als eine Sequenz von Taktiken,

der nach Abschluf3 der Berechnungen an Q-mkrp zuriickgegeben wird.

Fiir die Planerstellung selbst stehen dem Generator zwei Arten von Taktiken zur Verfii-
gung: einfache, die die Anwendung einer einzelnen Hypothese im Beweis beschreiben (dies
ist die Faktenebene [Hua94c]), und kompleze, die einem einzelnen Berechnungsschritt des
Computeralgebra-Algorithmus entsprechen. Diese komplexen Taktiken sind Kombinatio-

nen von einfachen Taktiken mit Hilfe von Taktikalen (siehe Kapitel 3.3.2), also beziiglich
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Kontrolle

Generator

Abbildung 4.12: Datenflufdiagramm fiir den Taktikgenerator

bestimmter Bedingungen, die mit Hilfe der Kontrolle bestimmt werden. Damit erhalten die
Beweisplidne im Taktikgenerator eine hierarchische Form, bestehend aus zwei Ebenen: die

der komplexen Taktiken und die der Faktenebene.

Zum besseren Verstindnis dieses Punktes greifen wir wieder zuriick auf die Polynom-
addition (4.4) aus Abschnitt 4.2.2. In diesem Beispiel erhalten wir als Beweisplan auf
der Ebene der komplexen Taktiken: (POLYNOMIAL-ADDITION, POP-FIRST, POP-SECOND,
MONOMIAL-ADDITION, MONOMIAL-ADDITION). Dieser Plan expandiert zu dem in Abbil-
dung 4.13 dargestellten Plan in einfachenen Taktiken, also auf der Faktenebene. Hierbei
entsprechen die einzelnen einfachen Taktiken der Anwendung der Polynomaddition (P+),
der Kommutativitdt der Addition (C+), der Assoziativitdt der Addition (A+) und der
Monomaddition (M+).

komplexe Taktik Sequenz von einfachen Taktiken
(polynomial-addition) | P+

(pop-second) A+ C+, A+

(pop-first) A+

(monomial-addition) A+, C+, A+, M+, A+
(monomial-addition) M+

Abbildung 4.13: Expansion der komplexen Taktiken fiir die Berechnung von (4.4)

Dariiber hinaus ist zu beachten, daf} die einzelnen Taktiken keine Argumente benotigen,
da etwaige Zusatzinformationen von der Kontrolle verwaltet werden. So wird im Beispiel
die Termposition der Addition verwaltet, beziiglich welcher die entsprechende Taktik aus-
gefiihrt wird. Anhand des vorliegenden Terms wird dann das unterschiedliche Verhalten
der MONOMIAL-ADDITION-Taktik bestimmt (zur formalen Definition dieser Taktik siehe
Anhang B). Dies bedeutet fiir den Rechenschritt

(52> + (322 + ((2z + 5) (z +2)))),

daf} der Taktikgenerator MONOMIAL-ADDITION beziiglich des eingerahmten + expandiert,
was zu der Sequenz (A+, C+, A+, M+, A+) von einfachen Taktiken fiithrt. Im Schritt

(52 + (322 + (3z + (52))))
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dagegen wird MONOMIAL-ADDITION auf (5 4 2) angewendet und expandiert zu M+.

Bei einer Erweiterung von SAPPER um neue Algorithmen mit Verbose-Mode muf} na-
tiirlich auch der Taktikgenerator expandiert werden kénnen. Hierzu ist es méglich, neue

einfache und komplexe Taktiken hinzuzufiigen.

4.4 Arbeitsweise des Systems

Um die Arbeitsweise des gesamten SAPPER-Systems erkliren zu konnen, ist es notwendig,
das Zusammenspiel der einzelnen Module der Schnittstelle zu beriicksichtigen. Aus diesem
Grunde betrachten wir in diesem Abschnitt zunéichst die Dateniibertragung innerhalb der
ganzen Schnittstelle anhand von Abbildung 4.14. Anschlieflend werden die verschiedenen
Einsatzmoglichkeiten von SAPPER anhand einer Beispielsitzung in 2-mxrp exemplarisch

vorgefiihrt.

Ubersetzer

ca~build-object

QMKRP

(v HCAS

Kontrolle

Generator

Taktikgenerator

Abbildung 4.14: Datenfluldiagramm fiir das SAPPER-System

Das DatenfluBdiagramm fiir die Schnittstelle in Abbildung 4.14 zeigt, daff nur im Uber-
setzungsteil Daten zwischen Q-vkrp und pCAS in beiden Richtungen flieflen. Dagegen
transportiert der Taktikgenerator nur Daten von u CAS nach Q-mxrpe. Dies bedeutet, dafl
nur im Ubersetzungsteil Wissen dariiber vorhanden sein muB, mit welcher Syntax p CAS
anzusprechen ist. Damit ist der Taktikgenerator unabhingig von dem jeweils benutzten
CAS. Obendrein geniigt die Funktionalitit des Ubersetzers, um ein CAS ausschlieBlich als
Black-Box in SAPPER zu integrieren.

Zur Demonstration der beiden unterschiedlichen Verwendungsarten von pCAS in
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SAPPER betrachten wir erneut den Beweis fiir die einfache Polynomaddition

THM.  F (32> + (22 +5)) ® (52 + (z +2)) = (52® + (32> + 3z + 7))) (Open)

Die Abbildungen 4.15 und 4.16 zeigen Aufrufe von u CAS in Q-mkre fiir die Polynomaddi-
tion in unserem Theorem. Dabei werden jeweils allgemein mit CALL-CAS ein CAS-Aufruf
beziiglich der Zeile THM und der Termposition (1) (dies ist die Position der Operation
® in der Formel von THM) spezifiziert. Als CAS benutzen wir jeweils pCAS. Der einzige

Unterschied zwischen den beiden Aufrufen ist die Benutzung des Verbose-Modes.

OMEGA: CALL-CAS

LINE (NDLINE) A line with term suitable for a CAS: THM
POSITION (INTEGER-LIST) The position of this term: (1)
SYSTEM (SYMBOL) The name of a CAS: MYCAS

FLAG (BOOLEAN) Switch on Verbose Mode: NO

Abbildung 4.15: Aufruf von pu CAS als Black-Box-System

OMEGA: CALL-CAS

LINE (NDLINE) A line with term suitable for a CAS: THM
POSITION (INTEGER-LIST) The position of this term: (1)
SYSTEM (SYMBOL) The name of a CAS: MYCAS

FLAG (BOOLEAN) Switch on Verbose Mode: YES

Abbildung 4.16: Aufruf von uCAS als Beweisplaner

Beim ersten Aufruf wird auf diesen verzichtet, und wir erhalten einen einzeiligen Beweis
fiir THM, dargestellt in Abbildung 4.17. Dabei wird ausschliellich das Resultat der Berech-

nungen von x CAS und damit nur die Funktionalitit der Ubersetzungseinheit benutzt.

L1. FAza (52 + (32° + 3z + 7)) = Aza (52® + (32 + (3 + 7))) (=)
THM.  F(Az. (327 + (22 + 5)) © Aza (52° + (z +2))) = Awa (52° + (322 + (32 + 7)) (CAS L1)

Abbildung 4.17: Der Beweis von THM durch p CAS als Black-Box-System

Der zweite Aufruf im Verbose-Mode dagegen erzeugt einen ND-Beweis fiir das Theorem
mit der Ausgabe des Taktikgenerators, die dem Faktenebenenbeweis aus Abbildung 4.18
entspricht. Auf die Darstellung des ganzen ND-Beweises, der 47 Zeilen umfafit, wurde hier

verzichtet.
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THM. (A2 (327 4+ (22+5)) @Az (52° + (2 +2))) = Axa (52> + (322 + (3 +7)))  (=Subst L3,L4)
L3. ( (327 4+ (22 4+ 5)) ® Aza (52° + ( + 2))) = (P+)

2. (32 + (22 + 5)) + (5> + (z + 2)))
Ld. F Az ((32% + (22 +5)) + (52® + (z + 2))) = Az (52 + (3z® + (3 +7)))  (=Subst L7,L8)
L7. F(((Bz2+(22+5))+52°) + (2 +2)) = (322 + (22 +5)) + 5z’ + (z +2)))  (A+)
LS. F Az (322 + (22 +5)) +52°) + (z + 2)) = A (52> + (32 4+ (32 +7)))  (=Subst L10,L11)
L10. F((32% 4+ (22 + 5)) + 52%) = (52® + (322 + (2z +5))) (C+)
L11. F Az ((52% + (322 + (22 +5))) + (£ +2)) = Az (52 + (322 4+ (32 + 7))  (=Subst L14,L15)
L14. F (523 + Bz + (22 +5))) + (2 +2)) = 5>+ (32> + (22 +5))+(z+2)))  (A+)
L15. F Az (522 + (822 + 2z +5)) + ( +2))) = Az (52 + (32 + (32 + 7))  (=Subst L18,L19)
L18. F((32% 4+ (22 4+ 5)) + (. +2)) = (32° + ((2z + 5) + (z + 2))) (A+)
L19. F Az (52 + (322 + (22 +5) + (x + 2)))) = A (52> + (32 4+ (32 +7)))  (=Subst L22,1.23)
1.22. F({((2z+5) +z)+2) = (22 +5) + (z+2)) (A+)
L23. F Az (523 + (32% + (22 +5) +2) +2))) = Az (52 + (32 + (32 4+ 7))  (=Subst L25,L.26)
L.25. F(2z+5)+z)=(x+ (22 +5)) (C+)
L26. F Az (52% + (322 + ((x 4+ (22 +5)) +2))) = Az (52> + (32 4+ (32 +7)))  (=Subst 1L.29,L30)
1.29. F((z+2z)+5) = (z+ (22 + 5)) (A+)
L30. F Az (523 + (32% 4+ (((x +22) +5) +2))) = Az (52° + (32 + (32 + 7))  (=Subst L35,L36)
L.35. F(z +2z) =3z (M4)
L36. F Az (523 + (322 + (3 + 5) + 2))) = Az (523 + (32% + (3z + 7))) (=Subst 1.39,1.40)
L.39. F((Bz+5)+2)=Bz+(5+2)) (A+)
L40. F Az (52° 4+ (322 + Bz + (5 + 2)))) = Az (52 + (322 + 3z + 7)) (=Subst L45,1.46)
L45. F(5+2)=T7 (M4)
L46. Fz.(52% + (322 + 3z + 7)) = Azw (5> + (327 + 3z 4+ 7))) (=I)

Abbildung 4.18: Der Beweis von THM auf der Faktenebene
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4.5 Eine notwendige zukiinftige Erweiterung

Wie in Abschnitt 4.3.2 angesprochen, gleicht der vom Taktikgenerator an Q2-vmkrp gelieferte
Plan einer Sequenz von Taktiken auf der Faktenebene. Das bedeutet, dafl jede Taktik
der Anwendung einer bestimmten Hypothese entspricht. Dafiir ist es notwendig, dafl diese
Hypothesen auch im jeweiligen Beweis vorhanden sind. Im gegenwértigen Stadium der
Implementation von Q-mkre ist dies allerdings nicht a priori zu gewéhrleisten, da fiir jedes
zu beweisende Theorem auch alle dessen Hypothesen neu angegeben werden miissen. Fehlt
eine der vom Taktikgenerator geforderten Annahmen, fithrt dies unausweichlich zu einem
Fehler in der Planausfithrung. Um dies zu vermeiden, mufyi SAPPER vor dem Hintergrund
einer mathematischen Wissensbasis laufen. Dafiir bietet sich die Q-mxrp-Datenbank an,
die zukiinftig aufgebaut werden soll. In ihr wird mathematisches Wissen in der Form von
Theorien gespeichert, die hierarchisch aufeinander aufbauen kénnen. Eine solche Theorie
stellt Term- und Typdeklarationen, Hypothesen, Taktiken und Methoden zur Verfiigung.
Theoreme selbst stiinden dann ebenfalls im Kontext einer Theorie, womit bekannt wére,

welche Hypothesen und Taktiken fiir ihren Beweis benutzt werden kénnen.

Beispielweise wére eine solche Theorie die additive Gruppe der Polynome iiber IR, die
als eine Untertheorie die der reellen Zahlen hitte. In diesem Fall wéiren in dieser Theorie
die Hypothesen M+ und P+ neu definiert, wihrend sie A+ und C+ erbte. Ebenso kénnen
dann auch die Taktiken zugeordnet werden: POP-FIRST und POP-SECOND den reellen Zah-
len; POLYNOMIAL-ADDITION und MONOMIAL-ADDITION der additiven Gruppe. Uber dieser

kénnte dann der Ring der Polynome iiber IR als nédchste Theorie aufgebaut werden.

Assoziierte man nun auch noch Algorithmen von CAS mit den Theorien der Datenbank,
so dafl zum einem die von Algorithmen ausgegebenen Taktiken nur denen in der Theorie
bekannten entsprechen und zum anderen ein Algorithmus nur dann aufgerufen werden kann,
wenn er auch der Theorie zugeordnet ist, in der 2-mkrp gerade arbeitet, konnten Fehler bei
der Planausfithrung verhindert werden. Dies bedeutete im Beispiel, dal der Algorithmus
zur Addition von reellen Polynomen unserer Theorie der additiven Gruppe angehérte. Eine
solche Systemarchitektur ist in Abbildung 4.19 dargestellt.
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Kapitel 5

Erweiterung von
Computeralgebraalgorithmen —
Eine Untersuchung anhand der

Polynommultiplikation

Wie bereits in den vorherigen Kapiteln erwidhnt, miissen herkdmmliche Computeralgebraal-
gorithmen erweitert werden, um aus ihren Berechnungen Beweispline gewinnen zu kénnen.
Dafiir ist es nicht nur interessant zu wissen, wie diese Erweiterung aussehen muf}, sondern
auch welche Algorithmen bzw. Algorithmenschemata iiberhaupt zur Planung in Frage kom-
men. In diesem Kapitel wird diese Frage anhand einer Fallstudie untersucht. Dafiir werden
drei Algorithmen zur Polynommultiplikation betrachtet, die jeweils auf verschiedenen Al-
gorithmenschemata beruhen. Diese wurden teilweise [Zip93] entnommen oder im Falle des

rekursiven Algorithmus in Abschnitt 5.2 vom Autor selbst entworfen.

In den folgenden drei Abschnitten werden jeweils die Algorithmen vorgestellt, analy-
siert und deren Implementation kurz erliutert. Der Hauptteil der jeweiligen Abschnitte ist
dann den Erweiterungen im Rahmen des Verbose-Modes gewidmet bzw. einer Begriindung,
warum eine Erweiterung nicht méglich ist. Zunichst wollen wir aber die notwendigen Funk-
tionen vorgestellen, die allen drei Algorithmen gemeinsam sind, und auf die Mathematik

eingehen, in deren Kontext sich die Beweise fiir die einzelnen Berechnungen befinden.

In u CAS werden Polynome durch CLOS-Objekte dargestellt (siehe Kapitel 4.2.1), de-
ren Hauptkomponente eine Datenliste mit der Repriisentation der einzelnen Monome ist.
Durch die Polynommultiplikation entsteht nun ein neues Polynom, dessen Datenliste dem
Ergebnis der Multiplikation entspricht. Die Behandlung der Polynome und ihrer Datenlisten
geschieht in getrennten Funktionen. Abbildung 5.1 zeigt den algorithmischen Vorspann fiir
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die Polynommultiplikation. Dabei ist die ca~polynomial-multiplication die Funktion,
die eigentlich vom Benutzer von y CAS bzw. in SAPPER von {2-ukrp aufgerufen wird. Thr
werden zwei Polynome vom Typ cat+polynomial und ein Schliisselwort iibergeben. Mit
den Datenlisten der Eingabepolynome wird ca=polynomial-multiplication aufgerufen,
welches nun beziiglich des Schliisselwortes einen der drei in den nichsten Abschnitten be-
schriebenen Algorithmen aufruft. Diese arbeiten dann ausschlieBlich mit den Datenlisten
der Polynome. Zusétzlich behandelt ca=polynomial-multiplication die Fille, in denen

mindestens eines der beiden Polynome das Nullpolynom ist.

(defgeneric ca“polynomial-multiplication (polyl poly2 &key scheme)
(:method ((polyl catpolynomial) (poly2 catpolynomial) &key scheme)
(ca=output-tactic ’polynomial-multiplication)
(ca”create-polynomial
(ca=polynomial-multiplication (ca=get-poly-data polyl)
(ca=get-poly-data poly2)
scheme)
:field (ca~get-poly-field polyl)
:var (ca=get-poly-var-number polyl))))

(defgeneric ca=polynomial-multiplication (datal data2 scheme)
(:method ((datal (eql nil)) (data2 list) scheme)
(ca=output-tactic ’multiply-zero-left)
nil)
(:method ((datal list) (data2 (eql nil)) scheme)
(ca=output-tactic ’multiply-zero-right)
nil)
(:method ((datal list) (data2 list) (scheme (eql :rec)))
(ca=polynomial-multiplication-recl datal data2))
(:method ((datal list) (data2 list) (scheme (eql :it)))
(ca=polynomial-multiplication-it datal data2))
(:method ((datal list) (data2 list) (scheme (eql :dc)))
(if (= 1 (length (ca=exps (car datal))))
(ca=polynomial-multiplication-dc datal data2)
(error))))

Abbildung 5.1: Der algorithmische Rahmen der verschiedenen Polynommultiplikationen

Der Programmcode in Abbildung 5.1 enthilt bereits einige Taktikausgaben mittels des
ca=output-tactic Kommandos. Dabei handelt es sich um komplexe Taktiken (siehe hierzu
auch Kapitel 4.3.2). Zu ihrem Versténdnis ist es notwendig, zunéchst die Hypothesen zu
betrachten, auf denen diese Taktiken beruhen bzw. die den in ihnen aufgerufenen einfachen

Taktiken entsprechen.

Die Hypothesen fiir die Polynommultiplikation sind aufgelistet in Abbildung 5.2. Dabei
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P*. P* FVpVa(p®q) = Az (pz % qz) (Hyp)
M*. M FV2VmaVn.Va. Vo (az™ * bz™) = (a * b)z(™+™) (Hyp)
DL. pL FVa.Vb.Ve(a* (b+c)) = ((a*b)+ (a*c)) (Hyp)
DR. DR FVa.Vb.Vea((a+b)*c) = ((a*c)+ (bxc)) (Hyp)
C*.  ¢* FVa.Vbh(a*b) = (b*a) (Hyp)
A+. A+ FVa.VbVe((a+b)+c¢) = (a+ (b+c)) (Hyp)
0. o* FVz.(0%x)=0 (Hyp)

Abbildung 5.2: Die notwendigen Hypothesen fiir die Polynommultiplikation

haben diese im einzelnen folgende Bedeutung:

P*  Multiplikation von zwei Polynomen

M?*  Multiplikation von zwei Monomen

DL Distributivtit der Multiplikation von links
DR Distributivtit der Multiplikation von rechts
C*  Kommutativitit der Multiplikation

A+ Assoziativitdt der Addition

0*  Multiplikation mit 0

Bei den beiden Hypothesen P* und M* ist zu beachten, daf} sie sich in der hier dar-
gestellten Form auf den Fall der Polynom- bzw. Monommultiplikation in IR[z] beziehen.
In Polynomringen mit mehr als einer Variablen sind beide Hypothesen von entsprechend
anderer Form, zum Beispiel fiir IR[z1, z2):

P*. P* VDV (p ® q) = Azia Azoa (p2122 % q2122) (Hyp)
M*. M* EVZ1Veo.Vmi.Vma.Vni.VnoVa. Vo (az " 25 2 xbxt 15?) = (a*b)mgm1+"1)x5m2+"2) (Hyp)
Die fiir den jeweiligen Polynomring notwendige Hypothese wird automatisch von den Tak-

tiken selektiert und angewendet.

Damit ist es jetzt moglich, die formalen Definitionen (siehe auch Kapitel 3.3.2) fiir die in
den Funktionen ca~polynomial-multiplication und ca=polynomial-multiplication
benutzten Taktiken anzugeben. (Fiir die Definitionen aller SAPPER bisher bekannten Tak-
tiken siehe auch Anhang B) Diese entsprechen jeweils der Anwendung von einer oder im
Falle der MULTIPLY-ZERO-RIGHT-Taktik zwei Hypothesen.

tactic POLYNOMIAL-MULTIPLICATION ~APPLY(P*)

tactic MULTIPLY-ZERO-LEFT APPLY(0%)
tactic MULTIPLY-ZERO-RIGHT APPEND(APPLY(C*)
APPLY(0%))

Bei den in den folgenden drei Abschnitten vorgestellten Algorithmen ist zu beachten,
daf sie zwar das Ergebnis der eigentlichen Multiplikation liefern, dieses aber nicht unbedingt
der Datenliste eines Polynoms in normaler Ordnung entsprechen muf}. Sollte Sortieren

notwendig sein, so geschieht dies nach Ablauf des jeweiligen Algorithmus in einer separaten
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Funktion, mit der wir uns im Folgenden aber nicht beschéftigen wollen. Die von dieser

Funktion benutzten Taktiken und die geforderten Hypothesen sind in Anhang B aufgefiihrt.

5.1 Iterativer Algorithmus

Der hier vorgestellte iterative Algorithmus entspricht dem Schema der Polynommultiplika-
tion, das jeder Schiiler im Mathematikunterricht erlernen muf}, und ist wahrscheinlich die
einfachste Form, dieses zu implementieren. Er basiert auf der simplen Tatsache, dafl bei
der Multiplikation zweier Polynome jedes Monom des ersten Polynoms mit jedem Monom

des zweiten Polynoms genau einmal multipliziert wird:

. n el er; m e1; er; . .
Seien p = Zl oy oz ound g = Zl Bjxy’ ---xp’ 2wei Polynome in r Va-
1= J]=
riablen, dann lifit sich das Produkt von p und q auffassen als
n m
€1; +e1; €r; +er;
s::p®q:ZZaiﬁjx1 Ty I (5.1)
i=1j=1

Damit ist s ein Polynom mit n - m Monomen, und die Doppelsumme in (5.1) kann als

Vorschrift fiir den folgenden Algorithmus interpretiert werden

Nimm das erste Monom von p

Multipliziere dieses Monom mit den Monomen von q
Fiige das Ergebnis dem Polynom s an

Entferne das erste Monom aus p

Wiederhole den Algorithmus bis p leer ist

Dieses Schema entspricht programmiertechnisch zwei ineinandergeschachtelter Schlei-
fen: Eine, die alle Monome von p behandelt, und innerhalb dieser eine zweite, die iiber die
Monome von ¢ lduft und in der die eigentliche Multiplikation vorgenommen wird. Fiir die
Analyse dieses Algorithmus kann die Anzahl der auszufiihrenden Monommultiplikationen
einfach abgezdhlt werden. Bei der Monomanzahl unserer Polynome p und ¢ wird die dufere
Schleife n-mal und somit die innere Schleife n - m-mal durchlaufen. Die Gesamtzahl der

Monommultiplikationen entspricht also n - m.

Die Implementation des Algorithmus in CLOS ist dargestellt in Abbildung 5.3. Dabei
entsprechen die Argumente den Datenlisten der Polynome, und das Ergebnis der Funktion
ca=pmult-iterative ist Datenliste des Ergebnispolynoms s. Die erste mapcar-Funktion
ist die Schleife iiber den Monomen von p und die zweite die Schleife iiber ¢; innerhalb
der cons-Funktion werden die neuen Monome von s gebildet, indem die Koeffizienten der

Monome von p und ¢ multipliziert und die einzelnen Exponenten addiert werden.
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(defun ca=pmult-iterative (p q)
(apply #’append
(mapcar #’(lambda (x)
(ca=output-tactic ’distributivity-right)
(mapcar #’(lambda (y)
(ca=output-tactic ’monomial-multiplication)
(cons (* (ca=coeff x) (ca=coeff y))
(map ’list #’+ (ca=exps x) (ca=exps y))))
qQ))
(ca=output-tactic ’push-last)
p)))

Abbildung 5.3: Iterative Polynommultiplikation

In diese Schleifen sind nun die Erweiterungen eingefiigt, die notwendig sind, um einen
ND-Beweis aus der Berechnung des Algorithmus zu konstruieren. Dies geschieht mittels der
Funktion ca=output-tactic, die jeweils den Namen einer Taktik an SAPPERs Taktikge-
nerator (siehe auch Kapitel 4.3.2) iibergibt. Insgesamt werden innerhalb des Algorithmus

drei verschiedene Taktiken genutzt: zwei in der dufleren und eine in der inneren Schleife.

Diese Taktiken betrachten wir nun der Reihe nach, beginnend mit den Definitionen
gemif Kapitel 3.3.2. Dabei beziehen sich die Bedingungen der COND-Taktikale der folgenden
Taktiken darauf, ob ein Term von der entsprechenden Form ist. Es seien a,b Monome und

¢, d beliebige Polynome:

tactic DISTRIBUTIVITY-RIGHT COND(((a + ¢) * d) APPLY(DR))
tactic MONOMIAL-MULTIPLICATION ~ COND(((a * (b + ¢))APPEND(APPLY(DL)
APPLY(M*)))
((a*b) APPLY(M*)))
tactic PUSH-LAST REPEAT-IF(((a + c) + d)) APPLY(A4)))

Um die intuitive Bedeutung der Taktiken veranschaulichen zu kénnen, betrachten wir
jetzt die durch sie erzeugten partiellen Beweisebdume anhand eines Beispiels. Hierfiir mul-
tiplizieren wir die bereits in Kapitel 4.2.2 benutzten Polynome p = (322 + (22 + 5)) und
q = (523 + (z + 2)) in folgendem Theorem, wobei #; die Liste der in Abbildung 5.2 ange-
gebenen Hypothesen ist:

THM. Hy F(z.(32° + (22" + 52°)) ® Az. (5> + (12" + 22°))) = (OPEN)
Az (1527 + (102* + (2822 + (822 4 (9z + 10)))))

Der vollstdndige ND-Beweis fiir THM umfaft genau 201 Zeilen und wird hier weggelassen.
Aber auch der Beweis auf der Faktenebene ist noch anndhernd 100 Zeilen lang. Daher

werden wir zur Erlduterung der einzelnen Taktiken nur den ersten Durchlauf der &ufle-
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ren Schleife im Algorithmus aus Abbildung 5.3 und die dabei entstehenden partiellen Be-
weisbdume auf der Faktenebene betrachten. Der Beweisplan, der an den Taktikgenerator

iibergeben wird, ist beziiglich der einzelnen Rechenschritte dargestellt in Abbildung 5.4.

Rechenschritt Taktikausgabe
(322 + (2 + 5)) * (52> + (x + 2))

((82” * (52° + (x + 2))) + ((22 + 5) * (52° + (x + 2))))
((152° 4+ (322 * (x +2))) + (22 + 5) * (52° + (z + 2))))
(

(

(

polynomial-multiplication)
distributivity-right)
monomial-multiplication)
(152° + (323 + (32” % 2))) + ((2z + 5) * (52> + (z + 2))))
(152° 4+ (323 4+ 622)) + ((2z + 5) * (52> + (z + 2))))

1525 4+ (32% + (622 + ((2x + 5) * (52 + (z + 2))))))

monomial-multiplication)

monomial-multiplication)

~ o~~~ o~ o~

push-last)

Abbildung 5.4: Anfang der Taktik-Ausgabe zur Berechnung der Formel in THM

Wir vernachlissigen die erste Planzeile, da sie nicht wihrend des Laufs des uns in-
teressierenden Algorithmus entsteht und nur zur Vollstdndigkeit aufgefiihrt ist. Die erste
von unserem Algorithmus zuriickgegebene Taktik ist also DISTRIBUTIVITY-RIGHT. Sie ent-
spricht bei diesem Schleifendurchlauf einer Anwendung des Distributivitéitsgesetzes von
rechts. Betrachten wir die formale Definition der Taktik, so erkennen wir, dafl dieses nur
dann angewendet wird, wenn der linke Multiplikand aus mindestens zwei Monomen besteht.
Ist der Multiplikand nur ein einzelnes Monom, so hat die Taktik keinerlei Auswirkungen. Die
drei nédchsten Planzeilen sind jeweils MONOMIAL-MULTPLICATION. Von diesen entsprechen
die ersten beiden einer Anwendung der Distributivitit von links und der Monommulti-
plikation, also dem ersten Fall des COND-Taktikals. Die dritte ist dquivalent zum zweiten
Fall im COND-Taktikal und damit eine einfache Anwendung der Monommultiplikation. Die
letzte in Abbildung 5.4 aufgefithrte Planzeile ist PUSH-LAST. Deren Verhalten wird durch
das REPEAT-IF-Taktikal bestimmt, was einer ndheren Untersuchung bedarf. Betrachten wir
im Beispiel den Term (15z° + (3z% + 612)) als das Polynom (a + ¢) der Bedingung des
REPEAT-IF-Taktikals, dann wird ((2z +5) * (523 + (2 + 2))) als letzter Term diesem Poly-
nom angefiigt, und es entsteht (15z° + (32% + (622 + ((22 + 5) * (52® + (z + 2)))))). Dies
entspricht einer mehrfachen Anwendung der Assoziativitit der Addition, und zwar solan-
ge der erste Term einem Polynom mit mindestens zwei Monomen entspricht. Da es sich
bei (a + ¢) um ein Polynom, also immer um einen endlichen Term handelt, terminiert die

Ausfithrung der PUSH-LAST-Taktik.

Damit ergibt sich als Expansion obigen Plans ein partieller Beweisplan auf Faktenebene,
wie in Abbildung 5.5 dargestellt. Wird dieser in Q-mxrp auf das Theorem THM angewendet,

so erhalten wir den in Abbildung 5.7 angegebenen Teilbeweis.

In der Kontrolle von SAPPERs Taktikgenerator werden wihrend des Laufes dieses Al-

gorithmus zwei Termpositionen verwaltet. (Fiir unser Beispiel ist dies in Abbildung 5.6



5.1. Tterativer Algorithmus

65

komplexe Taktik Sequenz von einfachen Taktiken
(polynomial-multiplication) | P*

(distributivity-right) DR

(monomial-multiplication) DL, M*
(monomial-multiplication) DL, M*
(monomial-multiplication) M*

(push-last) A+, A+

Abbildung 5.5: Expansion der komplexen Taktiken aus Abbildung 5.4

dargestellt, wobei die Terme an den verwalteten Positionen eingerahmt und die erste bzw.
zweite Termposition mit tiefgestellten Nummerierung gekennzeichnet sind.) Zunéchst wird
beim Aufruf von uCAS beziiglich der Polynommultiplikation in THM die Termposition
der Funktion ® gespeichert. Beziiglich dieser arbeitet die POLYNOMIAL-MULTIPLICATION,
deren Code dann die Kontrolle so verdndert, dal zweimal die Termposition der Multipli-
kationsfunktion * gespeichert wird. Die erste der beiden benutzt DISTRIBUTIVITY-RIGHT,
148t sie unverdndert und setzt die zweite auf die Position der ersten der beiden neuentstan-
denen Multiplikationsfunktionen *. Mit dieser zweiten Position arbeitet nun MONOMIAL-
MULTIPLICATION bei jedem Durchlauf und setzt sie immer auf die neue Position von x
weiter. Das Verhalten dieser Taktik wird dann durch Instantiierung des Ausdruckes in den
Bedingungen des COND-Taktikals bestimmt. So entspricht im Beispiel bei der Anwendung
der Taktik auf

Az (322 [x], (522 + (z +2))) [+], (22 +5) * (52° + (z + 2)))) =

(a*(b+c)) dem Term (322 (52% + (z+2))). Die Ausfithrung von PUSH-LAST geschieht nun
wieder beziiglich der ersten der beiden Termpositionen in der Kontrolle. Danach werden

beide Termpositionen auf die Position der verbliebenen Multiplikation * gesetzt.

Az (322 + (22 4 5)) [®](52° + (¢ +2)) =
Az (327 + (22 + 5)) .1 2 (523 4+ (z +2)) =
Az ((32° [*], (52° + (z + 2))) [+], (2= + 5) * (52° + (z + 2)))) =
Az ((152° + (322 [*], (2 + 2))) [+], (22 +5) * (52° + (z +2)))) =
Az ((152° + (32% + (322 [*],2))) [+, ( 2$+5)*(5$3+($+2)))) =
Az. ((152° + (32% 4 622)) [+], (22 4 5) * (52° + (z + 2)))) =

(

Az (152° + (32% + (62 + ((2¢ +5) [*], , 5m3+(a:+2))))))

Abbildung 5.6: Von der Kontrolle verwalteten Termpositionen
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THM.  F(Az.(32® + (22 +5)) ® Az (52° + (z + 2))) = (=Subst 1.3,1.4)
Az (152° + (102* + (282° + (822 + (9z + 10)))))

L3. F(Az. (32 + (27 + 5)) ® Az (52° + (v + 2))) = (P¥)
Az (322 + (22 + 5)) * (52° + (z + 2)))

L4. FAza((322 + (22 + 5)) * (52° + (z + 2))) = (=Subst L7,L8)
Az (152° + (102 + (282° + (822 + (9 + 10)))))

L7. F((Bz>+ 2z +5)) * (52 + (z +2))) = (DR)
((8z” * (52° + (x + 2))) + ((2z + 5) * (52° + (z + 2))))

LS. FAza((32” % (52° + (z +2))) + ((2z + 5) * (52° + (z + 2)))) = (=Subst L11,112)
Az (152° + (102* 4 (282° + (822 + (92 + 10)))))

L11. F (322 « (5z% + (z +2))) = ((3z” * 5z®) + (327 * (z + 2))) (DL)

L12. F Az (((32% # 52®) 4+ (322 * (x + 2))) + ((22 + 5) * (52® + (x +2)))) =  (=Subst L18,1.19)
Az (152° + (102 + (2822 + (82 + (92 + 10)))))

L18. F (322 * 52%) = 152° (M*)

L19. F Az ((152° + (327 % (z 4+ 2))) + ((22 + 5) * (52 + (z + 2)))) = (=Subst [.22,1.23)
Az (152° + (102* + (282° + (822 + (9z + 10)))))

L.22. F (32 * (x +2)) = (32 * ) + (327 % 2)) (DL)

L23. FAza (1525 + (322 * x) + (327 ¥ 2))) + ((22 + 5) * (52° + (r +2)))) =  (=Subst 1.29,1.30)
Az (152° + (102* 4 (282° + (822 + (92 + 10)))))

L.29. F (322 * ) = 32° (M*)

L30. F Az ((152° + (32 4+ (322 % 2))) + ((22 +5) * (52> + (z + 2)))) = (=Subst L36,L37)
Az (152° + (102* + (282° + (822 + (9z + 10)))))

L36. F (322 % 2) = 627 (M*)

L37. F Az ((152° + (32 + 62%)) + ((27 + 5) * (52° + (z + 2)))) = (=Subst L40,1.41)
Az (152° + (102 + (282° + (822 + (9 + 10)))))

L40. F((152° + (32 + 62%)) + ((2z + 5) * (52° + (z + 2)))) = (A+)
(152° + ((32> + 622) + ((2z +5) * (52> + (x + 2)))))

L4l. FAz. (152° + ((32° + 62%) + ((22 + 5) * (52° + (z + 2))))) = (=Subst L44,1.45)
Az (152° + (102* 4 (282° + (822 + (92 + 10)))))

L4, F((32% + 62%) + ((2z + 5) * (52° + (z + 2)))) = (A+)
(32% + (62 + ((2z + 5) * (52® + (xz + 2)))))

L45. F Az (152° + (322 + (62% + (22 + 5) * (52> + (z + 2)))))) = (=Subst L48,1.49)
Az (152° + (102* 4 (282° + (822 + (92 + 10)))))

Abbildung 5.7: Der Faktenebenenbeweis fiir den in Abbildung 5.5 dargestellten Beweisplan
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5.2 Rekursiver Algorithmus

Da LISP eine funktionale Programmiersprache ist, deren Hauptdatenstruktur Listen sind,
148t es sich in ihr besonders einfach und elegant rekursiv programmieren [WH87, May88].
Da Polynome in y CAS prinzipiell als Listen représentiert sind, sind auch die meisten Ope-
rationen auf diesen mittels Rekursion realisiert. So wird fiir die Polynommultiplikation
ebenfalls ein rekursiver Algorithmus bereitgestellt. Dessen Schema, entspricht im wesent-
lichen der in Abschnitt 5.1 vorgestellten Variante; insbesondere die Berechnung der Glei-
chung (5.1). Der eigentliche Unterschied ist der, dal nicht iiber die Monome der beiden
Polynome iteriert wird, sondern dafl die Datenlisten mittels zweier rekursiver Funktionen
bearbeitet werden. Damit ist auch dieser Algorithmus schnell analysiert, entsprechen doch
die beiden rekursiven Funktionen gerade den beiden Schleifen des iterativen Algorithmus
aus Abschnitt 5.1. Das heifit fiir Polynome mit n und m Monomen werden ebenfalls n - m

Monommultiplikationen ausgefiihrt.

(defun ca=pmult-recursivel (p q)
(when p
(ca=output-tactic ’distributivity-right)
(append
(ca=pmult-recursive2 (first p) q)
(ca=pmult-recursivel (rest p) q))

(ca=output-tactic ’push-last)))

(defun ca=pmult-recursive2 (monomial q)
(when q
(ca=output-tactic ’monomial-multiplication)
(append
(list (cons (* (ca=coeff monomial) (ca=coeff (first q)))
(map ’list #’+ (ca=exps monomial) (ca=exps (first q)))))

(ca=pmult-recursive2 monomial (rest q)))))

Abbildung 5.8: Rekursive Polynommultiplikation

Der Code fiir beide Funktionen ist dargestellt in Abbildung 5.8. Dabei ist
ca=pmult-recursivel eine Rekursion auf der Datenliste des Polynoms p und ruft fiir jedes
Monom in p einmal die Funktion ca=pmult-recursive?2 auf. In dieser wiederum wird das
iibergebene Monom aus p mit den Monomen in g multipliziert. Dies geschieht in der bereits

in Abschnitt 5.1 ndher erlduterten cons-Funktion.

Die Erweiterung fiir die Beweisplanung ist auch beim rekursiven Algorithmus ohne
weiteres moglich. Hierzu kénnen exakt die gleichen Taktiken benutzt werden wie fiir den

iterativen Algorithmus. Betrachten wir den Code in Abbildung 5.8, so erkennen wir, dafl
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die Ausgabe der Taktiken an den Punkten im Algorithmus geschieht, die denen im ite-
rativen entsprechen. So werden Taktiken DISTIBUTIVITY-RIGHT und PUSH-LAST in der
ersten rekursiven Funktion ausgegeben; die erste vor, die zweite nach dem Aufruf von
ca=pmult-recursive2. Von dieser Funktion wird dann MONOMIAL-MULTIPLICATION zu-
riickgegeben. Da die beiden mapcar-Schleifen des Algorithmus in Abbildung 5.3 den beiden
rekursiven Funktionen ca=pmult-recursivel und ca=pmult-recursive2 entsprechen, er-
geben sich die gleichen Berechnungen dieser und damit auch genau die gleichen Beweispline

als Ausgabe.

5.3 Devide-and-Conquer-Algorithmus

In diesem Abschnitt geben wir nun ein Beispiel fiir einen Algorithmus, dessen Erweiterung
fiir die Beweisplanung nicht méglich ist und erldutern an anhand dessen die Probleme,
die bei der Erweiterung von Algorithmen auftreten kénnen. Hierfiir betrachten wir eine

Polynommultiplikation, die nach dem Dewide-and-Conquer-Schema rechnet.

Devide-and-Conquer (eigentlich Devide-Conquer-Merge) ist ein allgemeines Designsche-
ma fiir Algorithmen, um die Anzahl der Rechenoperationen zum Lésen eines Problems zu
verringern. Dabei wird das urspriingliche Problem so lange in Unterprobleme zerlegt (de-
vide), bis diese einfach (meist trivial) gelost werden koénnen (conquer). Diese einzelnen
Losungen werden dann zusammengefiigt (merge), so daff eine Gesamtlosung fiir das Aus-
gangsproblem entsteht [Wir83, OW90, CLR92].

Auf diesem Schema beruht der Algorithmus von KARATSUBA und OFMAN zur Multi-

plikation univariater Polynome [KOG63]. Dabei macht er sich folgende Gleichung zunutze:

k . l .
Seien f(x) = > a;x’ und g(x) = > Bix' zwei univariate Polynome, dann kénnen diese
i=1 i=1
geschrieben werden als

flx) = folz)z™ + fi(z)
g(xr) = go(x)s™ + g1(z)

wobei fy ein Polynom vom Grad k<m, go ein Polynom vom Grad l<m und f1, g1 Polynome

vom Grad < m sind. Das Produkt von f und g kann nun folgendermaflen berechnet werden:

f(@)g(z) = fogor®™ + (figo + fog)z™ + frg
= fogor®™ + ((f1 + 91)(g1 + 90) & fogo & frg1)z™ + fign (5.2)

In Formel (5.2) treten die Produkte fogo und f1g; jeweils doppelt auf, so dafl fiir die
Berechnung von f-g nur drei Polynommultiplikationen benétigt werden, die erneut mit dem

Devide-and-Conquer-Schema berechnet werden. Damit ist im Gegensatz zu rekursivem und
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iterativem Algorithmus die Analyse etwas aufwendiger. Nehmen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit an, dafl f mehr oder gleich viel Monome umfasse als g, und dariiber hinaus
die Anzahl der in f vorkommenden Monome n und die Anzahl der Monommultiplikationen
M(n) sei, dann gilt

3M(1) = 3!—10g2 n] _ "nlog2 3-| _ O(n1_57)

[log, 7]

Vergleichen wir dieses Ergebnis nun mit denen der Analysen in den Abschnitten 5.1 und 5.2,
die jeweils n-m Monommultiplikationen benétigten. Nehmen wir auch hier 0.B.d.A. an, dafl
n > m gilt, so befinden sich die Algorithmen in der Klasse O(n?). Dies bedeutet also, dafl der
Devide-and-Conquer-Algorithmus beziiglich der Anzahl von Koeffizientenmultiplikationen

effizienter ist als die beiden vorhergehenden.

Fiir eine effiziente Implementation des Algorithmus ist es auflerdem wichtig, dal fy
und f1 moglichst gleich viele Monome enthalten. Das bedeutet, bei gerader Anzahl von
Monomen in f enthilt fy gleich viele Monome wie fi, bei ungerader Anzahl in f enthé&lt
fo genau ein Monom mehr als f;. Abbildung 5.9 zeigt die LISP-Implementation des Al-
gorithmus. In diesem werden zunéichst in der let*-Umgebung der Grad m berechnet und
beziiglich dessen die Polynome geteilt. Der Hauptteil der Funktion besteht aus einer grofien
Fallunterscheidung mit Hilfe der cond-Funktion (hierbei handelt es sich um die COMMON
LISP-Funktion cond und nicht um das in Kapitel 3.3.2 Definition 3.23 eingefiihrte Tak-
tikal). Dabei werden vier Fille unterschieden, die, in dieser Reihenfolge im Algorithmus,
folgenden Berechnungen entsprechen (Diese sind in Abbildung 5.9 mit Kommentarzeilen

gekennzeichnet.):

1. f besteht insgesamt aus einem Monom: Wir multiplizieren dieses Monom innerhalb

des mapcar-Befehls mit dem Polynom g.

2. Polynom gy existiert nicht: Wir berechnen die Formel

[(f1 + fo)g1 & figi]=™ + fig1 = fog12™ + fig1

mittels rekursiver Aufrufe von ca=pmult-devide-and-conquer beziiglich (fi + fo)

und gy bzw. fi und g;.

3. Polynom g; ist leer: Wir berechnen
fogoz®™ + [(f1 + fo)go < fogolz™ = fogow™™ + figoz™.

4. Alle Teilpolynome enthalten mindestens ein Monom: Wir berechnen die urspriingliche
Formel aus (5.2).
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(defun ca=pmult-devide-and-conquer (f g)
(let* ((m (ca=degree-of-split f))
(f0 (ca=split-poly-at-exponent f m))
(f1 (ca=trim-poly-list f (length £0)))
(g0 (ca=split-poly-at-exponent g m))
(gl (ca=trim-poly-list g (length g0))))
(cond ((null f1) (mapcar #’(lambda (x)
(cons
(* (ca=coeff x) (ca=coeff (first £0)))
(list (+ (first (ca=exps x)) m))))
g))
((null g0) (let ((y (ca=pmult-devide-and-conquer f1 gl))
(z (ca=pmult-devide-and-conquer f0 gi1)))
;3 £0 gl x™m + f1 gl
(ca=padd-recursive
(ca=add-exponent z m)
22D
((null g1) (let ((x (ca=pmult-devide-and-conquer fO g0))
(z (ca=pmult-devide-and-conquer f1 g0)))
;3 £0 g0 x"2m + f1 g0 x"m
(ca=padd-recursive
(ca=add-exponent x (* 2 m))
(ca=add-exponent z m))))
(t (let ((x (ca=pmult-devide-and-conquer fO g0))
(y (ca=pmult-devide-and-conquer f1 gl))
(z (ca=pmult-devide-and-conquer
(ca=padd-recursive f1 £f0)
(ca=padd-recursive gi g0))))
;3 £0 g0 x™2m + [(f1 + £0) (gl + g0) - £f0 g0 - f1 gi] x™m + f1 gl
(ca=padd-recursive
(ca=padd-recursive
(ca=add-exponent x (* 2 m))
(ca=add-exponent
(ca=psubtr-recursive z (ca=padd-recursive x y))
m))
¥))))))

Abbildung 5.9: Polynommultiplikation nach KARATSUBA und OFMAN
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Nach der ausfiihrlichen Betrachtung des Algorithmus stellt sich nun die Frage, inwieweit
es moglich ist, ihn durch Taktikausgaben zu erweitern und damit zur Beweisplanung einzu-
setzen. Hierzu kénnen wir zunéchst feststellen, daf§ die in Taktiken, die wir fiir die beiden
vorangegangenen Algorithmen benutzt haben, fiir den Devide-and-Conquer-Algorithmus
nicht brauchbar sind, da sie seinem Schema nicht angepafit werden koénnen. Folgten wir
aber genau diesem Schema, erhielten wir einen Beweis, der den Berechnungen des Algo-
rithmus entspricht. Dieser wire dann allerdings wenig geeignet, die einzelnen Rechenschritte
bei der Polynommultiplikation nachzuvollziehen oder Beweiserkldrungen daraus zu gewin-
nen. Aufgabe dieser Diplomarbeit ist es schlieilich, nicht nur vollstdndige, sondern auch
darstellbare Beweise aus Algorithmen zu extrahieren und nicht die Korrektheit einzelner
Algorithmen zu priifen. Dies ist mit herkémmlichen Mechanismen zur Softwareverifikation

sicher besser machbar.

Eine weitere Mdoglichkeit wire die Rekonstruktion eines Beweises aus den Berechnungen
des Algorithmus, der dem in Abbildung 5.7 dhnelt. Vom Autor wurden mehrere Versuche

unternommen, dies zu realsieren. Diese scheiterten jedoch aus folgenden Griinden:

Werden im rekursiven und iterativen Algorithmus Monome ausschlieflich durch Mul-
tiplikation und erst danach durch Addition berechnet, so erfolgt im Devide-and-Conquer-
Algorithmus die Berechnung durch eine Mischung aus Addition, Subtraktion und Multipli-
kation. Dadurch daf die Anzahl der Koeffizientenmultiplikationen moglichst gering gehalten
wird, wird ein Datum zum Errechnen mehrer verschiedener Monome eingesetzt. Damit ist
eine Taktikausgabe wihrend der eigentlichen Multiplikation auch dann nicht méglich, wenn
die vorher durchlaufenen Fallunterscheidungen innerhalb des Algorithmus registriert wur-
den. Diese Problematik wird noch dadurch verstirkt, daf fiir verschieden lange Polynome
die gleichen Fille durchlaufen. Betrachten wir zum Beispiel erneut die Polynommultipli-
kation aus dem Theorem THM in Abschnitt 5.1, so werden bei deren Berechnung dreimal
der vierte Fall durchlaufen und neun Koeffizientenmultiplikationen durchgefiihrt. Addieren

2 so werden bei

wir zum zweiten Polynom 5z2 + x + 2 noch ein quadratisches Monom z
dieser Polynommultiplikation genau die gleichen Fille in gleicher Reihenfolge und gleicher

Rekursionstiefe durchlaufen und nur zwei Koeffizienten mehr multipliziert.

Eine Moglichkeit zur Lésung des Problems konnte darin bestehen, die Taktikausgaben
in die Algorithmen zur Addition und Subtraktion einzubauen. Dies wiirde aber bedeuten,
daf einerseits die urspriinglichen Algorithmen hierfiir nicht mehr benutzt werden kénnten,
da in diesen bereits andere Taktiken ausgegeben werden, andererseits, da} die eigentlichen
Monommultiplikationen in diesen simuliert werden miifiten. Es wird allerdings vom Au-
tor bezweifelt, dafl dies mit vertretbarem Aufwand gemacht werden kann. Dariiber hinaus
wirft es die Frage auf, ob die komplizierte Erweiterung elaborierter Algorithmen, wie dem

vorliegenden iiberhaupt notwendig und wiinschenswert ist. Statt dessen wére es durchaus
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moglich, schnelle und effiziente Algorithmen ohne Verbose-Mode zur Beweissuche zu be-
nutzen und zum Nachweis der Korrektheit einer Berechnung Algorithmen mit iterativem
oder rekursivem Charakter einzusetzen. Wie wir in diesem Kapitel gesehen haben, sind
Taktiken fiir diese sehr dhnlich dem Rechenschema des Algorithmus und ihre Ausgabe mit

wenig Aufwand zu erreichen.



Kapitel 6
Ein Beispiel

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln SAPPER vorgestellt und beschrieben worden
ist, wird in diesem Kapitel seine Anwendung auf ein konkretes Beispiel betrachtet. Dabei
handelt es sich um ein Optimierungsproblem aus der Okonomie. Die konkrete Aufgabe ist
die Minimierung der Kostenfunktion einer Maschine bei der Herstellung eines Produkts.
Dieses Beispiel ist aus verschiedenen Griinden gut geeignet zur Demonstration des Zu-
sammenspiels von Deduktion und Computeralgebra. Erstens handelt es sich bei solchen
Optimierungsaufgaben um Probleme, die stets nach dem gleichen Schema gelost werden
konnen, was bedeutet, daf} sie in einer kompakten Theorie ausgedriickt werden konnen.
Zweitens ist die Mathematik, die sich hinter ihnen verbirgt, so iiberschaubar, dafl deren
Kodierung in Q-mkrp hier vollstindig erldutert werden kann. Und drittens handelt es sich
bei den bendtigten Berechnungen fast ausschlieSlich um Polynommanipulationen, was den

Einsatz von SAPPER zur Losung derartiger Aufgaben besonders geeignet erscheinen I48t.

Im folgenden Abschnitt wird zunéchst die Problemstellung fiir das Beispiel vorgestellt.
Abschnitt 6.2 zeigt dessen Darstellung in 2-mxrp und auch die fiir eine Losung des Problems
mit Beweis notwendigen Voraussetzungen. Diese Losung mit SAPPER und Q-mkrp wird dann

im letzten Abschnitt dieses Kapitels erlautert.

6.1 Problemstellung

Die Aufgabe selbst ist [WiW], einer Sammlung von Examensaufgaben fiir Studenten der
Wirtschaftswissenschaften, entnommen. Zur klareren Darstellung wurden vom Autor je-
doch einige der numerischen Werte vereinfacht. Hier nun zunéchst die Beschreibung des

Problems:

In einem Preffwerk sind mittels automatischer Pressen Kotfligel zu stanzen. Die Leistungs-

intensitdt d der Presse lafit sich zwischen 1 < d <7 Kotfligel pro Minute verindern. Zum
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Betrieb des Aggregats werden die zwei Produktionsfaktoren ,Kiuhlmittel® und ,Energie®

bendtigt, deren Verbrauchsfunktion in Abhdngigkeit von der Leistungsintensitdt lauten:

o 11 = (4 S18d +7) zorfmaa o 72 = (0.5d% ©1.5d + 0.5) gfiiiza

mit folgenden Preisen fir Kihlmittel und Strom:

Ermittle die Leistungsintensitit d, so daf$ die Gesamtkosten der Produktion minimal sind.

Um die Schreibweise der Benennungen im Folgenden zu vereinfachen, werden wir an-

stelle von Kotfliigeln allgemein von dem Produkt prod sprechen.

Die Aufgabe des Priiflings ist es nun, die Gesamtkostenfunktion fiir die Maschine zu
berechnen, deren Minimum zu bestimmen und festzustellen, ob dieses tatsichlich der klein-
ste Wert im moglichen Intervall fiir die Leistungsintensitit ist. Die Gesamtkostenfunktion
f selbst berechnet sich aus der Summe der Einzelkostenfunktionen, die sich wiederum aus
dem Produkt der Verbrauchsfunktionen mit den entsprechenden Preisen ergeben. Das be-

DM

deutet in unserem Fall, dal f :=py-r1 + po - T2 Drod ist. Fiir dieses f wird dann das totale

Minimum im reellen Intervall I = [1,7] berechnet.

Das Problem selbst kann also mit relativ einfachen analytischen Mitteln gel6st werden.
Hier m6chten wir uns aber nicht nur mit der Lésung beschéftigen, da fiir deren Berechnung
ein CAS alleine oder auch nur Papier und Bleistift geniigen. Vielmehr wollen wir auch die
Korrektheit einer berechneten Losung garantieren konnen. Hierfiir mufl die Aufgabe geeig-
net in Q-mxre reprisentiert werden, wobei besonders darauf geachtet werden muf}, dafl die
numerische Lésung des Problems auch berechnet wird. Es muf} also konstruktiv gearbeitet
werden, was bedeutet, dal wir uns nicht mit einem abstrakten Argument zufrieden ge-
ben wollen, das besagt, dafl die gegebene Funktion f natiirlich irgendeinen kleinsten Wert
im Intervall I annimmt. Statt dessen soll dieser kleinste Wert auch konkret ausgegeben
werden. Diese Vorgabe ist bei der Problemkodierung beachtet, die im folgenden Abschnitt

beschrieben ist.

6.2 Problemkodierung in 2-MKRP

Die Kodierung des Minimierungsproblems 148t sich im wesentlichen in drei Bereiche unter-
teilen. Zunéchst definieren wir in Abschnitt 6.2.1 eine Theorie, in der Einheiten, Kosten-
funktionen und Preise erfafit und somit Optimierungsprobleme formuliert werden kénnen.

In Abschnitt 6.2.2 betrachten wir alle Hypothesen, die zur Axiomatisierung der analytischen



6.2. Problemkodierung in {2-MKRP 75

Funktionen nétig sind. SchlieBlich enthélt Abschnitt 6.2.3 die Zusammenstellung aller Hy-
pothesen, die fiir die wihrend der Problemlésung benutzten Polynommanipulationen notig

sind.

6.2.1 Eine Theorie der Einheiten

Zur adiquaten Beschreibung des Optimierungsproblems und des Rechnens mit Preisen
und Kostenfunktionen definieren wir zunéchst eine Theorie der Einheiten. Mit deren Hilfe
werden wir in der Lage sein, innerhalb Q-mxrp Funktionen handzuhaben, die aus einem
numerischen Anteil und einer Benennung bestehen. Zu diesem Zweck erweitern wir die
Menge Tp der Basistypen unserer Logik HOL (siehe hierzu Kapitel 3.1) um zwei neue

Typen und definieren beziiglich dieser einige neue Konstanten.

Seien k,£ € Tp, dann bezeichne £ den Typ der Einheiten und s den Typ der Kosten.
Damit koénnen wir nun den benutzten Einheiten fiir Geld, Liter, Energie und Produkt
den Typ & zuordnen, also DM, [, kWh,prod € ¥¢. Kosten mit Typ x betrachten wir als
Paare von reellen Zahlen und Einheiten und Kostenfunktionen mit Typ x — & als reelle
Funktionen mit zwei zugeordneten Einheiten. Sei also cf € Y, die Kostenfunktion, dann
hat cf die Form cf(f,u,v) mit f € ¥,_,, und u,v € X¢. Das bedeutet also wir konnen r;

und 7o unseres Problems schreiben als

o cf(Ad.4d? <18d + 7,1, prod) e cf(Ad.0.5d? <1.5d + 0.5, kWh, prod)

Als néchstes definieren wir Rechenoperationen fiir die Kostenfunktionen und axioma-
tisieren diese so, daf} sie sich korrekt beim Rechnen mit Benennungen verhalten. Es seien
B,X € Y((sok),(k—r))—(rr) Addition und Multiplikation auf Kostenfunktionen, dann gel-

ten fiir diese Operationen die folgenden beiden Axiome:

CF1. cr1 EVfVgVuYou (cf (f, u,v)Bef(g, u,v)) = cf((f D g), u,v) (Hyp)
CF2.  cr2 FVfaVgVuYo.Vw. (cf (f, u, v)Rcf(g,v,w)) = cf((f ® g),u,w) (Hyp)

In der Problemstellung aus Abschnitt 6.1 sind neben den Kostenfunktionen auch die
Preise mit Mafleinheiten versehen. Um diese allerdings in unserer Theorie der Einheiten
zu kodieren, miissen wir zunéchst betrachten, wie diese in den Q-mkrr-Beweis eingefiihrt
werden. Der Preis eines Produktionsfaktors soll unabhingig von Kosten- oder Verbrauchs-
funktionen abgerufen werden konnen, was bedeutet, dafl er eine Voraussetzung darstellt
bzw. als Hypothese eingefiithrt wird. Damit entspricht jeder Preis einer einzelnen Aussage
und muf} daher eine Funktion mit dem Bildtyp o sein. Wir definieren also ein Pradikat
price € X(,;_,x)—0, dessen Argumente eine reelle Funktion und zwei Einheiten sind. Die

reelle Funktion konnte durchaus auch durch eine einfache reelle Konstante ausgedriickt
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werden, aber zur Demonstration der bisher vorgestellten Algorithmen (insbesondere deren
in Kapitel 5) wihlen wir hier bewufit die Darstellung eines Preises durch ein konstantes Po-
lynom. Mit Hilfe des Priadikats price konnen nun die Preise p; und po der Problemstellung

als die folgenden Hypothesen angegeben werden:

P-kWh. P-kwh Fprice(Ad.2, DM, kWh) (Hyp)
P-1. P-1 Fprice(Ad-0.5, DM, 1) (Hyp)

Um nun aus Preisen und Kostenfunktionen auch die eigentliche Verbrauchsfunktion be-

rechnen zu kénnen, benutzen wir die in Axiom P definierte Implikation.
P. P l_vf'v.g'vu'vv'vw' [pTiCE(f, u,v):>cf(g,v,w) = cf((f ®g)7u7 U))] (Hyp)

Mit all diesen Voraussetzungen in unserer Theorie der Einheiten ist es uns jetzt moglich,
eine formale Definition des Optimierungsproblems anzugeben. Dabei wird die Optimierung
mit einem Pridikat Opt mit zwei Argumenten, einer Kostenfunktion und einem Intervall,

formalisiert und durch die Hypothese O axiomatisiert.
0. o FVf.VL[Opt(cf(f, DM, prod), )3z TotMin(z, f,I)] (Hyp)

Diese Hypothese besagt also, dafl das Optimierungsproblem beziiglich der Kostenfunktion
cf(f, DM, prod) und dem Intervall I genau dann erfiillt werden kann, wenn ein totales
Minimum von f in I ist'. Die Definitionen und Hypothesen fiir totales Minimum, Intervall,

usw. betrachten wir im nichsten Abschnitt.

6.2.2 Analytische Theoreme

Hier beginnen wir mit der Definition des totalen Minimums einer Funktion. Dazu machen
wir es uns zunutze, dafy die Kostenfunktion f ein Polynom vom Grad < 2 ist, und benutzen
das folgende Corollar zum Theorem von Rolle ([Heu91] Seite 279 oder [BS91] Seite 269):

Sei f ein Polynom vom Grad 2, dann hat f sein totales Minimum in x € [a,b], genau dann
wenn fin x ein Minimum hat, und es gilt f(a) > f(z) < f(b).

Damit erhalten wir in der Syntax unserer Logik die folgende Aquivalenz als Hypothese:

TotMin. TotMin FV f.Va.Vb.Va. (Tot Min(z, f, [a, b)) (Hyp)
(z € [a, ]A(Min(f, z)A((f(z) < f(a))A(f(x) < f(D))))))

!Tatsichlich mufl der Priifling in seiner Examensarbeit das Minimum der Kostenfunktion ausrechnen
und iiberpriifen, ob dieses im gegebenen Intervall fiir die Leistungsintensitit liegt. Ist dies nicht der Fall, so

gilt die Aufgabe als nicht 16sbar.
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In Zeile TotMin benutzen wir mehrere Priadikate, die bislang noch nicht definiert wur-
den. Diese betrachten wir nun in der Reihenfolge ihres Auftretens auf der rechten Seite der
Aquivalenz: © € [a,b], Min(f,z) und (f(z) < f(a)). Das erste der Priidikate entspricht
in Q-mxre Syntax Interv(a,b,z), dessen drei Argumente jeweils Zahlen vom Typ v sind
und das genau dann wahr liefert, wenn z ein Element des Intervalls [a, b] ist. Min ist vom
Typ ((v — v),v) — o, benétigt also als Argumente eine Funktion und eine Zahl und ist
genau dann wahr, wenn die Zahl das Minimum der Funktion ist. Das letzte Pradikat, <,

beschreibt die iibliche reflezive Halbordnung auf den reellen Zahlen und ist daher vom Typ

(v,v) — o.
Intv. mtv  FVa.VhVz. ]z € [a,ble[(a < z)A(z < D)]] (Hyp)
cAx car FYRVR[E < p)eTa(l+2) = yA0 < )] (Hyp)
Min, i FYAYE[(0,(/, 1)) = 0A0 < (0,(8(f, 1), D))= Min(f, 2)] (Hyp)

Abbildung 6.1: Analytische Theoreme

Die Hypothesen fiir die Axiomatisierung aller drei Pridikate sind angegeben in Abbil-
dung 6.1. Dabei ist in der Zeile Min zu beachten, daf§ die Schreibweise (9, (f, 1)z) bedeutet,
daf} die Ableitung der Funktion f — eine A-Abstraktion — angewandt wird auf das Argument
z. Dies geschieht mit der in Kapitel 3.1 definierten S-Reduktion.

6.2.3 Voraussetzungen fiir die Polynombehandlung

Aus der Beschreibung der Problemlésung in Abschnitt 6.1 ist zu ersehen, daf} es sich bei
Polynommanipulationen um Addition, Multiplikation und Differentiation handelt. Im all-
gemeinen Fall der Behandlung von univariaten Polynomen benétigen wir fiir diese Opera-
tionen 15 Hypothesen, dargestellt in Abbildung 6.2. Die meisten von diesen wurden bereits
in vorangegangenen Kapiteln erldutert (siehe Kapitel 4 und 5). An dieser Stelle sollen nur
kurz die drei Hypothesen vorgestellt werden, die fiir die Polynomdifferentiation notwendig
sind: die Zeilen 0-const-1, 0-mon-1 und d-pol. Dabei besagt d-pol, dafl die Ableitung der
Summe zweier Polynome beziiglich der Variable an der Stelle ¢ (siehe hierzu Kapitel 4.1.2)
die Summe der einzelnen Ableitungen ist. Die beiden anderen Hypothesen beschreiben die
Ableitung eines Monoms bzw. einer Konstanten jeweils beziiglich der Variablen an erster
Stelle.

Bei den in Abbildung 6.2 angegebenen Hypothesen handelt es sich um alle, die von
den aufgerufenen Algorithmen in SAPPER benutzt werden kénnen. Die Berechnungen im
konkreten Fall unseres Beispiels benétigen allerdings nur die folgenden: 0+, C+, A+, DL,
M+, P+, M*, P*, 9-const-1, d-mon-1 und 0-pol.
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0+. 0+ FVz. (0 +z) = (Hyp)
C+. o+ FVa.Vb(a +b) = (b+a) (Hyp)
A+. At FVa.VbVe ((a +b) +¢) = (a+ (b+¢)) (Hyp)
M+. M+ FVz.Vn.Va.Vb. (az™ 4+ bz™) = (a + b)z™ (Hyp)
P+. P+ FVP.Va. (p ® q) = Az (p(2) + ¢(2)) (Hyp)
0*. 0% FVz. (0% 2) =0 (Hyp)
C*, cx FVa.Vb.(a xb) = (b a) (Hyp)
A*, A* FVa.Vb.Ve ((a b) xc) = (a* (b*c)) (Hyp)
M*, M* F Va2 VmaVn.Va.Vb. (az™ * ba™) = (a * b)z ™™ (Hyp)
P*. P FVp.Vg. (p ® q) = A (p(2) * q(2)) (Hyp)
DL. DL FVa.Vb.Ves (a * (b+¢)) = ((a *b) + (a*c)) (Hyp)
DR. DR FVa.Vb.Vea ((a +b) x ¢) = ((a x¢) + (b*c)) (Hyp)
d-const-1. o-const-1  FVaaOp(Azaaz®,1) = Az.0 (Hyp)
d-mon-1. o-mon-1 FVauVhdy(Azeaz®, 1) = Azu (a * b)z®~V (Hyp)
d-pol. 0-pol FVpYg.Veu 0y ((p @ q), ¢) = (Op(p, c) ® Bp(g,¢)) (Hyp)

Abbildung 6.2: Die notwendigen Hypothesen fiir die Polynommanipulationen

6.3 Problemldsung mit SAPPER

Nach der Vorarbeit in Abschnitt 6.2 ist es uns nun mdglich, das Optimierungsproblem in

ein Theorem zu fassen und dieses in 2-mkrp unter Zuhilfenahme von SAPPER zu zeigen.

THM. Hi F Opt((cf(M\d- (4d* + (&18d + 7)), I, prod) B (Open)
cf(Ade(0.5d> + (&1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

An dieser Stelle soll der Beweis nur grob skizziert werden. Die im Folgenden erklirten
Schritte sind aufgefiihrt in Abbildung 6.3. Dabei entspricht die Anordnung der Zeilen der
Reihenfolge der Inferenzschritte, mit denen das Theorem aus den Hypothesen abgeleitet
wird. Wahrend der Konstruktion des Beweises wird aber vom Theorem zu den Hypothesen
geschlossen, was zu der angegebenen Zeilennummerierung fiihrt. (Die ausfiihrliche Fassung
des Beweises auf ND- und auf Faktenebene befindet sich in Anhang A.)

Zunichst wird die Gesamtkostenfunktion f innerhalb des Optimierungspridikats be-
rechnet. Hierzu multiplizieren wir den Preis fiir Liter mit der entsprechenden Verbrauchs-
funktion. Um dies zu erreichen, miissen wir allerdings zunfichst die Hypothese P auf die

Zeile P-1 anwenden. Dies geschieht in den ersten sechs Inferenzschritten.

In der so erzeugten Zeile L7 wird dann die Polynommultiplikation durch das Compu-
teralgebrasystem vereinfacht. Nach Abschlufl der Berechnungen von pCAS erhalten wir
Zeile 140 als neue geplante Zeile. In dieser multiplizieren wir diesmal, auf die gleiche Wei-
se wie oben, den Preis fiir Strom mit der zweiten Verbrauchsfunktion und vereinfachen

erneut mit dem Computeralgebrasystem. Auf die beiden Kostenfunktionen in .80 kann
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L193.
L192.

L158.
L157.
L155.
L153.

L144.
L143.

L137.

L85.

L80.

L40.

L7.

L6.

L5.

L1.

THM.

i F (0 < (0p(0p(Ade(3d + (124" + 4:5)), 1),1)2))
Hia F(Op(Nd(3d® + (&12d" +4.5)),1)2) =0

<Ax F(Ada(3d? + (12d* 4 4.5))2 < Ad. (3d® + (12d" + 4.5))7)
<-Ax F (M- (3d? + (&12d* + 4.5))2 < Ad- (3d? + (12d* + 4.5))1)
His F Min(Ad-(3d® + (&12d" + 4.5)),2)

His F2€1,7]

>+
? 4+

Hio FTotMin(2, Ad-(3d® + (<12d" + 4.5)),[1,7])
i FAzTotMin(z, Ad. (3d* + (&12d" + 4.5)),[1,7])

#o FOpt(cf(Ada(3d® + (&12d" + 4.5)), DM, prod), [1,7])

Hy  FOpt(cf((Nd.(2d° + (<9d" + 3.5)) é
Ad- (1d* + (&8d" +1))), DM, prod), [1,7])

#ne FOpt((cf(Ade(2d® + (<9d" + 3.5)), bM,prod) =
cf(Ada(1d® + (©8d" + 1)), DM, prod)), [1,7])

#Ho  FOpt((cf(Ade(2d® + (<9d! + 3.5)), bM,prod) =
cf(Ad-(0.5d” + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1,7])

H#y  FOpt((cf(Ade0.5 @ A (4d® + (18d + 7))), DM, prod) B
cf(Ad-(0.5d” + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1,7])

p, P Fcf(Ad.(4d® + (&18d + 7)), 1, prod) =
cf((Ad.0.5 ® Ad.(4d> + (18d + 7))), DM, prod)

P F[price(Ad.0.5, DM, [)=>cf(A\d.(4d*> + (<18d + 7)), 1, prod)
cf((Ad.0.5 ® Ad.(4d” + (<18d + 7)), DM, prod))

P FVgVuVv.Vw.[price(Ad.0.5,u,v)=cf(g,v,w) =
cf((Ad.0.5 ® g),u,w)]

#1  FOpt((cf(Ad.(4d® + (<18d" + 7)), 1, prod) @
cf(Md.(1/2d* + (&3/2d" +1/2)), kWh, prod)), [1,7])

(=Subst 1.247,1.249)
(=Subst 1.196,1,198)

(AT L174)
(AT 1.159)
(=FE 1,191,1.190)
(=F 1.328,1.327)

(=FE L152,L151)
(37 1.144)

(=E L143,1142)

(=Subst 1.88,1.89)
(=Subst L84,L85)
(=Subst L46,L47)

(=Subst L10,L11)
(=E P-1,L5)

(VE L4)

(VE P)

(=Subst L6,L7)

Abbildung 6.3: Beweisskizze des Optimierungsproblems
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jetzt die Hypothese CF1 angewendet werden und auf die daraus resultierende Zeile L85
wieder ;4 CAS. Die Ausfithrung dieser Polynomaddition berechnet die Gesamtkostenfunk-
tion innerhalb des Optimierungspridikats in L137. Nach diesem Rechenschritt ist es nun
moglich, die Aquivalenz in der Definition der Optimierung direkt auszunutzen, was Zeile
L143 ergibt.

Hier ist nun eine entscheidende Stelle im Beweis. Zum einen werden von da an im Beweis
die Hypothesen aus der Theorie der Einheiten nicht mehr ben6tigt und nur noch von den
analytischen Theoremen und den Hypothesen zur Polynombehandlung Gebrauch gemacht.
Zum anderen muf hier das tatsichliche Minimum des Polynoms Az (322 + (<122 + 4.5))
eingefithrt werden. Das bedeutet also, dafl hier die eingangs geforderte Konstruktivitit
des Beweises tatséichlich gewihrleistet ist. Der numerische Wert fiir das Minimum wird
mittels einer riickwirts angewendeten 37 (siehe Kapitel 3.2) in L143 in den Beweis ein-
gefiihrt. Hierfiir kann er interaktiv im y CAS-Kommandointerpreter innerhalb der Q-mkrp-

Umgebung berechnet werden?.

Im Rest des Beweises zeigen wir, daf} die eingefiihrte Zahl tatsichlich im gegebenen
Intervall liegt, die Kostenfunktion an dieser Stelle ein Minimum hat und den kleinsten
Funktionswert annimmt. Auf die Zeile .144 kann nun die Definition des totalen Minimums
aus der Hypothese TotMin angewendet werden. Damit erhalten wir drei neue geplante
Zeilen: L1153, L155, L157 und L158. Von diesen werden L157 und L158 nach einer (-
Reduktion mit Hilfe des <-Axioms und L153 durch Anwendung der Definition fiir Intervalle

bewiesen.

Nachdem die Aussagen dieser drei Zeilen — ohne Verwendung von pCAS — gezeigt
wurden, bleibt L155 die einzige noch offene Zeile unseres Beweises. Um nun zu bestétigen,
daf} 2 tatséchlich ein Minimum unserer Funktion ist, benutzen wir die Hypthese Min. Dies
liefert als neue zu beweisende Ziele L192 und L193. Zur Uberpriifung der Aussagen dieser
Zeilen, nimlich daf8 die erste Ableitung der Funktion \z.(32%2 + (122! + 4.5)) an der
Stelle d = 2 gleich 0 bzw. die zweite Ableitung gréfier als 0 ist, benutzen wir erneut unser

Computeralgebrasystem im Verbose-Mode.

Nach diesen letzten Schritten ergeben sich keine neuen offenen Zeilen, und der Beweis
des Optimierungsproblems ist abgeschlossen. Hierfiir wurde p CAS nicht nur zur Erzeu-
gung von Teilbeweisen im Verbose-Mode, sondern auch zum Berechnen des Minimums der
Kostenfunktion selbst eingesetzt. Als Resultat erhalten wir aber einen Beweis, der rein im
ND-Kalkiil ist und damit véllig unabhingig vom Computeralgebrasystem und seinen Be-
rechnungen. Benutzt man y CAS wihrend des Beweises nicht in seinem Verbose-Mode, so

ergibt sich ein kiirzerer Beweis von 92 Schritten. Da Q-mkrp eine interaktive Beweisumge-

2Eine Automatisierung einer solchen Berechnung kénnte durch die Einbindung von Aufrufen an das

Computeralgebrasystem in Q-MKRPs Planungskomponente geschehen (siehe hierzu Kapitel 7).
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bung ist, entspricht diese Anzahl der Beweisschritte in etwa auch der Zahl der Benutzerin-

teraktionen.



Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir mit SAPPER ein System vorgestellt, das es erméglicht, aus
Computeralgebraalgorithmen Beweispline zu extrahieren, mit derren Hilfe ND-Beweise
fiir Berechnungen von der Algorithmen erstellt werden kénnen. Damit unterscheidet sich
dieser Ansatz zur Integration von Deduktion und Computeralgebra von denen in Kapitel 2.2
vorgestellten insoweit, als er es nicht nur erlaubt, Berechnungen eines CAS wihrend eines
Beweises zu benutzen, sondern gleichzeitig auch noch die Korrektheit dieser garantiert.
Mit SAPPER ist es moglich, Rechnungen in Beweisen automatisch ausfithren zu lassen,
ohne dabei die Forderung zu verletzen, dafl der Beweis ausschliefilich in den Regeln eines
festvorgegebenen ND-Kalkiils zu fithren ist, um ihn einfach verifizieren zu kénnen. Dies
bedeutet, daf} die so erstellten Beweise einfach kommunizierbar sind, also in jeder anderen

Beweisumgebung, die mit dem ND-Kalkiil arbeitet nachvollziehbar sind.

Bei der Konzeption von SAPPER wurden mehrere wichtige Designkriterien beriicksich-

tigt:

e Wie wir in Kapitel 4.3 gesehen haben, ist der Aufbau des Systems generisch. Zum
einen ist es unabhingig von den im einzelnen verwendeten Systemkomponenten, also
dem Deduktions- und dem Computeralgebrasystem, zum anderen kann SAPPER leicht
fiir neu anzuschlieflende CAS und neu zu integrierende Computeralgebraalgorithmen

erweitert werden.

e SAPPER stellt die Voraussetzungen bereit, um CAS auf zwei verschiedene Arten einzu-
setzen. Neben dem eigentlichen Zweck von SAPPER, CAS als Beweisplaner zu nutzen,
konnen auch das CAS als Black-Box aufgerufen werden und damit Berechnungen

innerhalb eines Beweises in einem Schritt ausgefithrt werden (Kapitel 4.3.1).

e Dariiber hinaus wurde der SAPPER zugrunde liegende Taktikmechanismus so realisert,

daf} die Beweispléne eine hierarchische Struktur erhalten und somit auf verschiedenen
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Ebenen der Abstraktion mit Erkldrungen versehen werden konnen (Kapitel 4.3.2).

Wir haben in Kapitel 5 gezeigt, dafl die Extraktion der Beweispldne aus Computeralge-
braalgorithmen bei einfachen Algorithmenschemata relativ problemlos erfolgen kann, ohne
das Rechenverhalten des Algorithmus zu verdndern. Allerdings war es nicht moglich, ela-
borierte Algorithmen wie die Polynommultiplikation von KARATSUBA und OFMAN durch
geeignete Taktikausgaben zu erweitern. Dies I8t es naheliegend erscheinen, einfache iterati-
ve und rekursive Algorithmen mit einem Verbos-Mode zu versehen und zur Beweisplanung

zu benutzen.

Das System wurde erfolgreich zum Loésen eines Optimierungsproblems in Kapitel 6
eingesetzt. Der dafiir erstellte Beweis umfafit mehr als 350 Zeilen und ist damit weder
durch einen im ND-Kalkiil arbeitenden automatischen Beweiser noch mit vertretbarem
Aufwand interaktiv durch einen Benutzer von Q-mkre erstellbar. Dies zeigt die Niitzlichkeit

von SAPPER bei der Losung derartiger Probleme.

Als allgemeines Fazit aus den Betrachtungen der vorangegangenen Kapiteln 143t sich
wohl sagen, dal Computeralgebrasysteme im Rahmen eines mathematischen Assistenzsy-
stems wie 2-mkrp durchaus einen grofleren Beitrag leisten kénnen, als das blofle Liefern
von Ergebnissen fiir symbolische Rechnungen. Zu diesem Zwecke miifiten sie jedoch im
Einklang mit den im Deduktionssystem bekannten Taktiken erweitert werden. Um nun
die Rechenleistung des CAS nicht einzuschrinken, konnte ein solches System zweigeteilten
Aufbau haben. Zum einen sollte unabhéngiges Rechnen mit effizienten Algorithmen und
Datenstrukturen mdéglich sein, und zum anderen sollte es erlauben, aus einfacheren Algo-
rithmen mittels des Verbose-Modes Erkldrungen fiir Zwischenschritte von Berechnungen

zu erhalten.

Aus dem vorgestellten System SAPPER und den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben sich

Ausblicke, Fragen und Probleme, die einer zukiinftigen Bearbeitung bediirfen.

Zunichst wére noch einiges an Verbesserungen am vorgestellten System wiinschens-
wert. So miifite fiir groflere Anwendungen die Anzahl der zur Beweisplanung verfiigbaren
Computeralgebraalgorithmen erweitert werden oder aber ein bereits existierendes grofles
Computeralgebrasystem mit einem Verbose-Mode versehen und in SAPPER eingepaflt wer-
den. Auflerdem sind einige Erweiterungen und Veréinderungen an €2-mkrp selbst notwendig.
Eine davon wurde bereits in Kapitel 4.5 angesprochen, der Aufbau einer nach Theorien ge-
ordneten mathematischen Wissensbasis. Eine weitere ist eine neue Datenstruktur fiir Pline
und Beweise, so daf} es moglich wird, die von SAPPER erstellten hierarchischen Beweispline

auch direkt in Q-mxrp zu importieren und darzustellen.

Eine weitere mogliche Interaktion zwischen 2-mkrp und einem CAS wére die Integration

von CAS-Aufrufen in der Planungskomponente. Dabei kénnten innerhalb der Methoden,
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mit denen -mkrp Beweispline konstruiert, Ergebnisse von CAS-Berechnungen genutzt
werden, um z.B. damit existenzquantifizierte Variablen zu ersetzen. In unserem Optimie-
rungsbeispiel konnte der Planer dann mit Hilfe des CAS das entsprechende Minimum der
Kostenfunktion berechnen lassen. Dariiber hinaus sollten vom CAS erstellte Teilpléine eben-

falls in die von Q-mkrp geplanten eingepafit werden.

Um dem System einen grofleren Vorrat an Algorithmen zur Beweisplanung zu ver-
schaffen, miissen weitere mit einem Verbose-Mode versehen und entsprechende Taktiken
implementiert werden. Um dies nicht von Hand tun zu miissen, wére ein theoretischer
Rahmen wiinschenswert, der Regeln bereitstellt, nach welchen Algorithmen erweitert und
in Taktiken iibersetzt werden konnen. Auflerdem wére es auch denkbar, verschiedene Modi
fiir die Extraktion solcher Informationen zur Verfiigung zu stellen, die jeweils verschieden

genau den Vorgang in einem Algorithmus protokollieren.

Q-mkrp ist eine interaktive Beweisumgebung, in der der Benutzer dariiber entscheidet,
wann und wie ein CAS eingesetzt werden soll. Fiir ein Verbinden von SAPPER mit stirker
automatisierten, taktischen Theorembeweisern, miissen Kriterien gefunden werden, wann
ein CAS aufgerufen werden kann und wie die erstellten Beweispldne eingesetzt werden

konnen.

SAPPER wurde im Rahmen dieser Arbeit auf noch relativ einfache Optimierungsproble-
me angewendet. Dies kann als Ausgangspunkt dienen, um andere wirtschaftswissenschaft-
liche Problemstellungen zu 16sen und das System zu einem KI-Werkzeug fiir dieses Gebiet
mit nachpriifbarer Korrekheit weiterzuentwickeln. Eine andere Klasse von Problemen fiir
die SAPPER eingesetzt werden kann, wiren Beweise fiir die Anzahl geschlossener Terme —
also Terme ohne freien Variablen (siehe Kapitel 3.1) — in getypten A-Kalkiilen mit einer
abzihlbaren Menge von Basistypen. Diese Anzahl wird im wesentlichen mit einem Algorith-
mus ermittelt, der den Fixpunkt eines Gleichungssystems berechnet, das aus Polynomen

mit Koeffizienten in den natiirlichen Zahlen besteht [Zai95].



Anhang A
Beweis des Optimierungsproblems

In diesem Anhang befindet sich der vollstindige Beweis fiir das Optimierungsproblem aus
Kapitel 6, auf den beiden in 2-mxrp verfiigbaren Darstellungsebenen: der Fakten- und der
ND-Kalkiilebene. Dabei ist zu beachten, dafl in beiden Darstellungen die in Kapitel 4.1.1
eingefithrten reellen Zahlen benutzt werden. Dies hat zur Folge, dafl der ND-Beweis eigent-
lich noch nicht vollsténdig auf der Kalkiilebene ist, sondern in ihm immer noch die Taktik
SIMPLIFY-NUM benutzt wird.

In den folgenden beiden Abschnitten werden zunichst der Faktenebenenbeweis und
dann der ND-Beweis angegeben. Diesen werden jeweils die Erlduterungen von bemerkens-
werten Stellen in den Beweisen vorangestellt. (Fiir die Beschreibung der verwendeten Hy-

pothesen vergleiche Kapitel 6.2.)

A.1 Beweis auf der Faktenebene

Bei den Beweisen auf der Faktenebene, die bisher in dieser Arbeit vorgestellt wurden, wa-
ren die Formeln der einzelnen Zeilen jeweils aus einer leeren Hypothesenliste abgeleitet
(siehe hierzu auch Kapitel 3.3.1). Im vorliegenden Beweis ist dies nicht der Fall; hier ist
unser Theorem THM abhéngig von den beiden Hypothesen, die den Preis der beiden Ko-
stenfaktoren beinhalten. Diese werden im Gegensatz zu allen anderen Hypothesen wiahrend
des Beweises nicht direkt auf das Theorem angewendet, sondern dienen als Voraussetzung
fiir die Benutzung des Preisaxioms P in den Zeilen L6 und L46. Dies wird auch ausge-
driickt durch die Begriindung dieser beiden Zeilen (P P-1) und (P P-kWh), was bedeutet:

P angewendet auf den Preis fiir Kiithlmittel bzw. Strom.

Eine Begriindung der Form (R Lq,...,L,) besagt allgemein auf der Faktenebene, daf}

die begriindete Zeile durch die Anwendung der Definition oder des Axioms R auf die
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Zeilen Ly, ..., L, entsteht. So wird zum Beispiel die Formel in der Zeile

L144. FTotMin(2, Az (32% + (<122 + 4.5)),[1,7])

mit der Anwendung der Definition in der Hypothese TotMin auf die Zeilen L153, L155,
L157 und L158 begriindet.

(TotMin L153,L155,L157,L158)

Einige weitere Hypothesen kommen innerhalb des Beweises in den Zeilen L171, L186,

L321, L340 und L352 vor. Sie dienen jeweils, wie zum Beispiel

L171. vzt F(0<3) (Hyp)

zur Begriindung der Aussage, dafl 3 grofler oder gleich 0 ist.

P-kWh.  P-kwh Fprice(Ad-2, DM, kWHh) (Hyp)

P-1. P-1 Fprice(Ad.0.5, DM, [) (Hyp)

THM. p-kwh, - Opt((cf(Ada(4d® + (<18d + 7)), 1, prod) B (=Subst L6,L7)

Pl cf(Ada(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7))

L6. Pl Fef(A\d-(4d? + (<18d + 7)), I, prod) = (P P-1)
cf(Ad-0.5 ® \d-(4d” + (&18d + 7)), DM, prod)

L7. Pawh  FOpt((cf(Ad0.5 @ - (4d” + (18d + 7)), DM, prod) B (=Subst L10,L11)
cf(Ad(0.5d° + (&1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7))

L10. F (Ad.0.5@ - (4d> 4+ (18d+7))) = Az (0.5% (422 + (182 +7)))  (P¥)

L11. Pawh FOpt((cf( Az (0.5 % (422 + (<182 + 7)), DM, prod) B (=Subst L14,L.15)
cf(Ad-(0.5d” + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

L14. F (0.5 % (42> + (€182 4+ 7)) = ((0.5 % 42%) + (0.5 * (<182 +7)))  (DL)

L15. piwh = Opt((cf(Az((0.5 % 42%) + (0.5 * (<182 + 7)), DM, prod) B (=Subst L21,1.22)
cf(Adx(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7))

L.21. F (0.5 % 42%) = 22* (M*)

1.22. Pawh FOpt((cf( Az (22° + (0.5 * (<182 + 7)), DM, prod) B (=Subst 1.25,1.26)
cf(Ade(0.5d° + (&1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

L.25. F (0.5 % (<182 4+ 7)) = ((0.5 * ©182) + (0.5 % 7)) (DL)

L26. Pwh FOpt((cf(Aze (227 4 ((0.5 % <182) + (0.5 % 7))), DM, prod) BB (=Subst L32,1.33)
cf(Ade(0.5d° + (&1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

L.32. F (0.5 x <182) = <92 (M*)

L33. pkwh  FOpt((ef(Az(22° + (92 + (0.5 % 7)), DM, prod) B (=Subst 1.39,1.40)
cf(Ad(0.5d° + (&1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7))

L39. F(0.5%7) =35 (M*)

L.40. pawh FOpt((cf(Az (22 + (€92 + 3.5)), DM, prod) B (=Subst 1.46,1.47)
cf(Ad-(0.5d” + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

L46. Pkwh  Fcf(Ada(0.5d” + (©1.5d + 0.5)), kWh, prod) = (P P-kWh)
cf((Ade2 @ Ade (0.5d* + (<1.5d + 0.5))), DM, prod)

L47. FOpt((cf( Az (222 + (€92 + 3.5)), DM, prod) (=Subst L50,L51)
cf(Ade2 ® Ad-(0.5d* + (<1.5d + 0.5))), DM, prod)), [1,7])

L50. F (A2 ® Ad-(0.5d” + (&1.5d + 0.5))) = (P¥)
Az (2 % (0.52° + (152 + 0.5)))

L51. FOpt((cf(Az(22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B (=Subst L54,155)
cf( Az (2% (0.52% + (&1.52 + 0.5))), DM, prod)), [1, 7])

L54. F(2%(0.52% 4+ (<1.5240.5))) = ((2%0.52?) + (2% (&1.524+0.5)))  (DL)

L55. FOpt((cf( Az (22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B (=Subst L61,1.62)

cf(Aza((2 % 0.52%) 4+ (2 % (&1.52 + 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
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Le61.
L62.

L65.
L66.

L72.
L73.

L79.
L80.

L84.

L85.

L88.

L89.

L92.

L93.

L95.
L96.

L99.

L100.

L105.
L106.
L109.

L110.
L113.
L114.
L116.
L117.
L120.
L121.
L126.
L127.
L130.
L131.
L136.

F(2%0.52%) = 2°
FOpt((cf( Az (22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Az (2% + (2 % (&1.52 + 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
F (2% (e1.52+0.5)) = ((2*<1.52) + (2%0.5))
FOpt((cf(Az(22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Aze (22 + ((2 % ©1.52) + (2 % 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
F(2*x<l.52) = <82
FOpt((cf( Az (22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Az(2® + (€82 + (2% 0.5))), DM, prod)), [1,7])
F(2%0.5) =1
FOpt((cf( Az (222 + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(\z(2* + (€82 + 1)), DM, prod)), [1, 7))
F(cf(Aze(22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Aza (2% + (€82 4+ 1)), DM, prod)) =
cf(Az (227 4 (€92 +3.5)) © Aze (22 + (€82 +1))), DM, prod)
FOpt(cf(Az (222 + (€92 + 3.5)) @
Az (2% 4+ (€82 + 1)), DM, prod), [1,7])
F (A2 (222 + (€92 4+ 3.5)) @ Az (22 + (82 + 1)) =
Az (222 + (€92 + 3.5)) + (2 + (€82 + 1))
FOpt(cf( Az ((22° 4+ (€92+3.5)) +(2° +(&82+1))), DM, prod),
(L, 7])
F(((22% + (€92 4+ 3.5)) + 2%) + (€32 + 1)) =
((22% + (92 + 3.5)) + (2* + (82 + 1))
FOpt(cf( Mz (((22° +(€92+3.5)) +2°) + (<82 +1)), DM, prod),
(L, 7])
F (222 + (€92 +3.5)) + 22) = (22 + (22% + (€92 + 3.5)))
FOpt(cf(Az-((22+(22° +(€92+3.5))) +(&82+1)), DM, prod),
(L, 7])
F((22 4 22%) + (€92 + 3.5)) = (2% + (222 + (<92 + 3.5)))
FOpt(cf(Aze (((22+22%) +(<92+3.5)) + (<32 +1)), DM, prod),
(L, 7])
F (2% +22%) = 32°
FOpt(cf(Aze ((32° 4+ (€92 +3.5)) + (32 +1)), DM, prod), [1,7])
F((32% + (€92 +3.5)) + (€82 + 1)) =
(322 + ((&92 + 3.5) + (€832 + 1))
FOpt(cf(Az- (327 + ((€92+3.5) + (<32 +1))), DM, prod), [1,7])
F(((€92 4+ 3.5) + 82) +1) = ((€92 4 3.5) + (<32 + 1))
FOpt(cf (A2 (32° +(((€92+3.5) +82) +1)), DM, prod), [1, 7])
F (€92 +3.5) + €82) = (€82 + (€92 + 3.5
FOpt(cf( Az (322 + (€82 +(€92+3.5)) +1)
F (€82 +92) +3.5) = (<82 + (€92 + 3.5
FOpt(cf(Aze (327 + (((<82+€92)+3.5)+1)),
F (82 +<92) = <122
FOpt(cf(Xz (327 + (<122 + 3.5) + 1)), DM, prod), [1, 7))
F((&122 4 3.5) +1) = (<122 4 (3.5 + 1))
FOpt(cf(Az(32° + (122 + (3.5 + 1)), DM, prod), [1,7])
F(3.5+1)=4.5

),
)
), DM, prod),[1,7])
)
), D

M, prod), [1,7])

(M*)
(=Subst 1.65,1.66)

(DL)
(=Subst L72,L73)

(M*)
(=Subst 1.79,1.80)

(M*)
(=Subst L84,L85)

(CF1)

(=Subst 1.88,1.89)
(P+)
(=Subst L92,L93)
(A+)
(=Subst L95,L96)

(C+)
(=Subst 1.99,1,100)

(A+)
(=Subst L105,L106)

(M+)
(=Subst L109,L110)
(A+)

Subst L113,1.114)

+)

Subst L116,1.117)
+)
Subst L120,1.121)

(=

(

(=

(

(
(A+)
(=Subst L126,1.127)
(

(

(

(

(

I Q J>

>
T

E

+)
Subst L130,L131)

)

=Subst L136,L137)
+)

>
T

=
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L137. FOpt(cf(Az.(32° + (122 + 4.5)), DM, prod), [1, 7]) (O L144)

L144. FTotMin(2, Az (32° + (<122 + 4.5)), [1,7]) (TotMin L153,L.155,
L157,L158)

L153. F2el1,7] (Intv L329,1.330)

L155. FMin(Az(32” + (122 + 4.5)),2) (Min L192,1.193)

L157. F (A2 (327 + (122 +4.5))2 < Az (327 + (<122 + 4.5))1) (AT 1.159)

L158. F (A2 (327 + (122 +4.5))2 < Az (322 + (<122 + 4.5))7) (AT L174)

L159. F(((3%2%) + ((&12%2") +4.5)) < ((3%1%) + ((<12%1') +4.5)))  (Simplify-Num L160)

L160. F (7.5 < ((3%12) + ((&12 % 1) + 4.5))) (Simplify-Num L161)

L161. F(&7.5 < 4.5) (<-AX L167)

L167. F3z[(&7.5 + 2) = <4.5A(0 < 2)] (31 L168)

L168. F (7.5 4+ 3) = ©4.5A(0 < 3)] (AT L169,L171)

L169. F(&7.54+3) =45 (Simplify-Num L173)

L171. vzt F(0<3) (Hyp)

L173. Fedb =edb (=I)

L174. F(((3%2%) + ((&12%2")+4.5)) < ((3%7%)+ ((<12%7")+4.5)))  (Simplify-Num L175)

L175. F(&7.5 < ((3xT7%) + ((&12 % 7') + 4.5))) (Simplify-Num L176)

L176. F(&7.5 < 67.5) (<-AX L182)

L182. F3z[(&7.5 + 2) = 67.5A(0 < 2)] (31 L183)

L183. F[(&7.5 4+ 75) = 67.5A(0 < 75)] (AT L184,1.186)

L184. F(&7.54+75) =67.5 (Simplify-Num L188)

L186. vise (0 < 75) (Hyp)

L188. F67.5 =67.5 (=I)

L192. F (0p( Az (327 + (<122 4 4.5)),1)2) =0 (=Subst L196,L198)

L193. F (0 < (8p(0p(A2a (327 + (&122 + 4.5)),1),1)2)) (=Subst L247,1.249)

L196. F(A2:32% @ Az (122 + 4.5)) = Az (327 + (<122 + 4.5)) (P+)

L198. F (0p((A2a322 @ Aze (122 + 4.5)),1)2) =0 (=Subst L203,1.204)

L.203. F (0p((A2322 @ Aza (122 + 4.5)),1)2) = (8-pol)

((0p(A2a32%,1) @ 0p( Az (2122 + 4.5),1))2)

1.204. F((0p(A2:32%,1) © 0p( Az (122 + 4.5),1))2) =0 (=Subst 1.208,1.209)

L.208. FOp(A2327,1) = Azi6x (6-mon-1)

L.209. F ((Az.62 @ Op(Aza (122 + 4.5),1))2) =0 (=Subst L212,1.214)

1.212. F(Aze ©122 ® A2.4.5) = Az (&122 + 4.5) (P+)

1.214. F (A2 6z @ 0p((A2e ©122 ® A2.4.5),1))2) =0 (=Subst 1.217,1.218)

L.217. Fop((Aze ©122®D A2.4.5),1) = (Op(Mzn ©122,1) ®Fp(Aza4.5,1))  (8-pol)

L.218. F((Aza6z @ (0p(A2a ©122,1) & 0p(A2a4.5,1)))2) =0 (=Subst L222,1.223)

L222. Fop(Az ©122,1) = Az 12 (6-mon-1)

1.223. F((Az-62 & (A\z-<12 ® 0,(A2.4.5,1)))2) =0 (=Subst 1.225,1.226)

L.225. Fop(Az.4.5,1) = Az.0 (8-const-1)

1.226. F((Az-62 & (A\z-<12 § Az.0))2) =0 (=Subst 1.229,1.230)

1.229. F(Az.<12 @ Az.0) = Az (<12 4 0) (P+)

1.230. F((Az.6z @ Az (<12 +0))2) =0 (=Subst L232,1.233)

L.232. F (<12 +0) = (04 <12) (C+)

1.233. F((Az-62 & Az (0 + <12))2) =0 (=Subst 1.234,1.235)

L.234. F(0+<12) = <12 (0+)

L.235. F((Az.6z & Aze12)2) =0 (=Subst L240,L.241)

1.240. F((Az.62 @ Az 12)2) = Az (62 + <12)2 (P+)
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L241.
L.242.
L.244.
L247.
L249.
L252.

L253.
L257.
L258.
L261.
L.263.
1L.266.
L267.
L271.
L272.
L274.
L275.
L278.
L279.
L281.
L282.
L.283.
L284.
L287.
1L.288.
L291.
L293.
L298.

L.299.
L303.
L304.
L306.
L307.
L312.
L313.
L315.
L316.
L317.
L318.
L321.
L329.
L330.
L336.
L337.
L338.

L321

F Az (62 4+ 12)2 = 0
F((6%2Y)+<12) =0
FO=0
F(A2:32% @ Az (122 + 4.5)) = Az (327 + (122 + 4.5))
F (0 < (0p(0p((A2a32> ® Az (122 + 4.5)),1),1)2))
FOp((A2:32% @ Aza (122 +4.5)),1) =
(0p(A2e322,1) @ 0p(Aza (122 4+ 4.5), 1))
F (0 < (0p((8p(A2:32%,1) @ 8p(Azn (122 + 4.5),1)),1)2))
FOp(A2:322,1) = Ar. 6z
F (0 < (0p(A\zabz ® Op(A2a (122 + 4.5),1)),1)2))
F(Aze ©122 @ Azud.b) = Az (&122 + 4.5)
F (0 < (0p(Azabx D 0p((A2a 122 D Az.4.5),1)),1)2))
FOp(Aze ©122 B A2.4.5),1) = (0p(Az. ©122,1) $9p(
F(0 < (0p(Azabx @ (0p(A2a ©122,1) & 0p(A2a4.5,1)
Fop(Aze ©122,1) = Az 12
F (0 < (0p(Azebz ® (A2 =12 B 0, (A2-4.5,1))),1)2))
F,(Azd.5,1) = Az.0
F (0 < (0p(Azabz & (Az.<12 ® A2.0)),1)2))
F(Az.<12 @ Az.0) = Az (<12 4 0)

))’

F (0 < (0p(Azabz ® Aza (<12 4 0)),1)2))

F (<12 +0) = (04 <12)

F (0 < (0p(Azabz & Az (0 + ©12)),1)2))

(0 + ©12) = <12

F (0 < (0p(Azabz & A2as12),1)2))

F(Az.62 @ Az 12) = Aza (62 + <12)

F (0 < (0p(Az- (62 + <12),1)2))

F (X262 ® Aza12) = Aza (62 + <12)

F (0 < (0p((A2a62 @ A2as12),1)2))

F(0p(Abz ® Azns12),1)2) =
((Op(A62,1) B 0p (A2 12,1))2)

F (0 < ((0p(A2b2,1) ® 0p(A2a12,1))2))

FOp(Aza62,1) = Aza6

F (0 < (Aza6 & 0p(A2a4212,1))2))

Fop(Azme12,1) = Az.0

F (0 < ((Aza6 & A2.0)2))

F (Az:6 & Az.0)2) = A2 (6 + 0)2

F(0 < Az (6+40)2)

F(6+0) = (0+6)

F(0 < Az (0+6) )

F(046) =

F(0 < Az (6 ) )

F(0 < 6)

F(1<2)

F2<T)

F3z[(1+2) =2A(0 < 2)]
FI(1+1) =2A(0 < 1)]
F1+1)=2

Az4.5,1))
1)2))

AT L242)
Simplify-Num L244)
I

P+)

=Subst L252,1.253)
d-pol)

(
(
(
(
(
(

Subst L257,1.258)
mon-1)

Subst L261,1.263)

+)

=Subst L266,L.267)

-pol)

Subst L271,1.272)

he

S

S

(=

(0-

(=

(

(

(

(=
(0-mon-1)
(=Subst L274,L275)
(8-const-1)
(=Subst L278,L.279)
(

(

(

(=

(

(

(

(=

(

(

(

Eel
+

)
=Subst L281,L282)

)

Subst 1.283,1.284)
+
=Subst L287,1.288)

)
Subst L291,1.293)

)

=Subst L298,1.299)
-pol)

T I Q
Fofn§

o
+

S

=Subst L303,L304)
mon-1)
Subst L306,L307)
O-const-1)
=Subst L312,L313)
+)
=Subst L315,L.316)

(

(6-

(=

(

(

(

(
(C+)
(=Subst L317,L318)
(

(

(

(<

(<

(

(

(

he

Q
+

O

+)
A 1.321)

Hyp)

<-AX L336)

<-AX L348)

31 1.337)

AI L338,L340)
Simplify-Num L342)
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L340. Lo H(0<L1) (Hyp)

L.342. F2=2 (=1)

L348. F3z[(2+2) =770 < 2)] (37 L349)

L.349. FI(2+5) =7A(0 < 5)] (AT L350,L352)
L350. F2+5)="7 (Simplify-Num L354)
L352. L2 (0 <5) (Hyp)

L.354. F7="7 (=1

A.2 ND-Beweis

In dem hier aufgefithrten ND-Beweis machen wir neben den in Kapitel 3.2 definierten
Inferenzregeln des ND-Kalkiils auch Gebrauch von der in Definition 3.19 eingefiihrten Ex-
tensionalitdt und den A-Reduktionen aus Definition 3.9. Die benutzten Regeln sind im

einzelnen

e AB fiir a-Reduktion,
e \E, M fiir fn-Reduktion vorwirts bzw. riickwirts,

e Ext-I fiir Extensionalititseinfithrung.

Zur Verdeutlichung dieser Regeln betrachten wir ihre Anwendung im folgenden Beweisteil:

L304. Hig F (0 < (A2a6 @ 0p(Az. ©12,1))2)) (=Subst 1.306,1.307)
1.305. d-const-1 F Op(Azs ©12,1) = Az.0 (VE 9-const-1)
L306. d-const-1 FOp(Aza ©12,1) = Az.0 (AB L305)

L307. Hir F (0 < ((Az.6 @ A2.0)2)) (=Subst L312,L313)
L308. P+ FVg.(Az.6 ® ¢) = Az (A2 (6)2 + q(2)) (VE P+)

1.309. P+ F (Aze6 & Aza0) = Az (A (6)2 + Az (0)2) (VE 1L.308)

1.310. P+ F (Az.6 & Az.0) = Az.(6 + 0) (AE L309)

L311. P+ F V2. (Az.6 ® Az.0)z) = Az (6 + 0)z (Ext-I L310)

L312. P+ F((Az.6 & Az.0)2) = Xz.(6 + 0)2 (VE L311)

L313. 0+, ¢+ F(0< Az (6+0)2) (=Subst 1.315,1.316)

Zeile L306 entsteht aus L305 durch Umbenennung der Variable z im Term Az. <12
in z. Damit konnen wir diesen in Zeile L304 durch eine =Subst ersetzen. Die Zeile L310
entsteht aus L309 durch g-Reduktion in den Termen Az.(6)z und Az.(0)z. Um auch den
Term ((Az.6 @ Az.0)2) in L307 durch Az (6 4 0)2 ersetzen zu kénnen, bendtigen wir die
Extensionalitit der ®@-Funktion in Zeile L311. Warum dies so sein muf}, wird allerdings erst

in der Prifixschreibweise von 2-mkrp deutlich, denn hier lautet der zu ersetzende Term
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(@ Az.6 Az.0 2) und die Gleichung in Zeile L310 (& Az.6 Az.0) = Az.(+ 6 0). Da es aber
nicht moglich ist, eine Gleichheitssubstitution nur beziiglich einer Funktion und einem Teil
ihrer Argumente durchzufiihren, miissen wir zunichst mit Hilfe der Extensionalitit die 2

als weiteres Argument einfiihren.

Eine weitere Besonderheit bei der Darstellung des folgenden ND-Beweises ist, daf die
meisten Hypothesenlisten in den einzelnen Zeilen platzsparend durch H, ..., H g abgekiirzt
wurden. Die tatsichliche Bedeutung dieser Listen ist am Ende des Beweises in einer Art

Legende angegeben.

A+. At FVa.VbVe ((a +b) +¢) = (a + (b+¢)) (Hyp)
0+. 0+ FVz.(0+2) ==z (Hyp)
C+. o+ FVa.Vba(a +b) = (b+a) (Hyp)
CF1. CF1 FVfaVgaVuaYo. (cf(f,u,v)Bef(g,u,v)) =cf((f D g),u,v)  (Hyp)
O-const-1.  d-const-1 FVau0p(Azaa,1) = Az.0 (Hyp)
DL. DL FVa.Vb.Ve (a * (b+c)) = ((a*b) + (a * c)) (Hyp)
Intv. Intv FVa.Vb.Vz.[z € [a,b]<[(a < z)A(z < b)]] (Hyp)
<-AX. <Ax  FVzVy[(z <y)edz](z + z) = yA 0 < 2)]] (Hyp)
Min. Min FVfaVaa[[(0p(f,1)z) = OA(0 < (0p(0p(f,1),1)x))]= (Hyp)
Min(f, )]
M+. M+ FVz.Vn.Va.Vb. (az™ 4+ bz™) = (a + b)z™ (Hyp)
d-mon-1. o-mon-1 FVauVbe@p(Azmaz®, 1) = Azu(a % b)z®~Y (Hyp)
M*. M* F V2. Vma Vi Va. Vo, (az™ % be™) = (a * b)z™+™) (Hyp)
O. o FVYf.VIL.[Opt(cf(f, DM, prod), I)=3x.Tot Min(z, f, )] (Hyp)
P. P F V£V gV Yo Yw. [price( f, u, v)=cf(g,v,w) = (Hyp)
e (F  9),u, )]
P+. P+ FVP.Va. (p ® q) = Az (p(2) + ¢(2)) (Hyp)
d-pol. a-pol FVpVg.Ve. 0, ((p @ q), ¢) = (0p(p,c) ® 0p(gq,)) (Hyp)
P-kWh. P-kWh  Fprice(Ads2, DM, kWh) (Hyp)
P-1. P-1 F price(Ad.0.5, DM, [) (Hyp)
P*, P FVp.Vg. (p ® q) = Az (p(2) * q(2)) (Hyp)
TotMin. TotMin  FVf.Va.Vb.Vx.[Tot Min(z, f, [a, b)) (Hyp)
[z € [a, DM in(f, 2)AL(f(x) < F(@)A(f(x) < FO)]
THM. Hy F Opt((cf (Ada (4d? + (<18d + 7)), I, prod) B (=Subst L6,L.7)
cf(Ad-(0.5d° + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])
L1. P F VgV Yo Y. [price(Ad. 0.5, u, v)= (VE P)
cf(g,v,w) = cf(Ada0.5 ® g),u,w)]
L2. P F V. VoY, [price(Ad. 0.5, u, v)=> (VE L1)

cf(Ade (4d® + (S18d + 7)), v, w) =
cf(Ad-0.5 @ \d. (4d® + (<18d + 7)), u, w)]

L3. P F Vo Vw. [price(Ad.0.5, DM ,v)= (VE 1.2)
cf(Ade(4d® + (18d + 7)), v, w) =
cf(Ad.0.5 ® \d- (4d* + @18d +7))), DM, w)]

L4. P F Vw. [price(Ad.0.5, DM, [)=
cf(Ade (4d® + (<18d + 7
cf(Ad-0.5 @ \d. (4d” +

(VE L3)

) hw) =

+ (
)=
)
(@18d+ 7)), DM, w)]
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L5. P F [price(Ad.0.5, DM, I)= (VE L4)
cf(Ade (4d® + (<18d + 7)), 1, prod) =
cf(Ad-0.5 ® \d. (4d” + (18d + 7)), DM, prod)]

L6. p,p1  Fcf(Ada(4d® + (&18d + 7)), 1, prod) = (=E P-1,L5)
cf((Ada0.5 ® Ada (4d® + (<18d + 7)), DM, prod)

L7. Ho FOpt((cf((Ad0.5 @ Ads (4d® + (18d + 7))), DM, prod) B (=Subst L10,L11)
cf(Ad-(0.5d” + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

LS. p* FVg. (Ad.0.5 ® q) = Az.(Ad.(0.5)z * q(2)) (VE P*)

L9. p* F (Ade0.5 ® Ada (4d® + (<18d + 7)) = (VE L8)
Aze (Ada (0.5)z % Ada (4d® + (<18d + 7))2)

L10. P F (A\d-0.5 ® \d-(4d® + (&18d + 7)) = (AE 19)
Az (0.5 % (42% + (182 + 7))

L11. Ho FOpt((cf(Az (0.5 % (42° + (<182 + 7)), DM, prod) B (=Subst L14,L.15)
cf(Ada(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7))

Li12. DL F VbV (0.5 % (b4 ¢)) = ((0.5 % b) + (0.5 * ¢)) (VE DL)

L13. DL F Ve (0.5 % (422 4+ ¢)) = ((0.5 % 42%) + (0.5 % ¢)) (VE 1L12)

L14. DI F(0.5%(42° 4+ (<182 +7))) = ((0.5%42%) + (0.5 (<182+7)))  (VE L13)

L15. Ho FOpt((cf( Az ((0.5%42%) 4+ (0.5% (182 +7))), DM, prod) B (=Subst L21,1.22)
cf(Ada(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7))

L16. M* FVmaVneVa. Vo (az™ % bz™) = (a * b)z(m*™) (VE M*)

L17. M* F Vn.Va.Vb. (az° % bz™) = (a % b)z(0T™ (VE L.16)

L18. M FVa.Vbe (a2 * bz?) = (a * b)z(0+? (VE L17)

L19. M F Vb (0.52° % bz?) = (0.5 = b)2(0+2 (VE L18)

1.20. M F(0.52° % 42%) = (0.5 % 4)2(0+? (VE L19)

L21. M F (0.5 % 42%) = 22° (Simplify-Num L20)

1.22. Ho F Opt((cf( Az (222 + (0.5 % (182 + 7)), DM, prod) B (=Subst 1.25,1.26)
cf(Ad-(0.5d” + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

L23. DL F VbV (0.5 % (b4 ¢)) = ((0.5 % b) + (0.5 * ¢)) (VE DL)

L.24. DL F Ve (0.5 % (<182 + ¢)) = ((0.5 * <182) + (0.5 * ¢)) (VE 1.23)

L.25. DL F (0.5 % (<182 4+ 7)) = ((0.5 * <18z2) + (0.5 % 7)) (VE L24)

1.26. Hao F Opt((cf(Aze (222 +((0.5 % =182) 4+ (0.5%7))), DM, prod)H  (=Subst L32,L.33)
cf(Ad-(0.5d” + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])

L27. M* F VM. VnaVa.Voe (az™ % bz™) = (a % b)z(™+™) (VE M*)

L28. M* F V. Vaa Vb (az® % b2") = (a * b)2(0+™) (VE L27)

L.29. M* FVaaVbe (az° % bz) = (a * b)2(*+Y (VE L28)

L30. M FVb.(0.52° % bz) = (0.5 = b)z(0TY (VE 1.29)

L31. M F (0.52°  <182) = (0.5 x <18) (0D (VE 1.30)

L32. M* F (0.5 % ©18z2) = <9z (Simplify-Num L31)

L33. Ho FOpt((cf(Az (222 + (€92 + (0.5 % 7))), DM, prod) B (=Subst L39,L40)
cf(Ada(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7))

L.34. M* FVm.Vn.Va.Vb. (az™ % bz") = (a = b)z(™+™) (VE M*)

L35. M FVn.Va.Vb. (az° % bz™) = (a % b)z(0T™) (VE L34)

L36. M* FVaaVbe (a2° % b2°) = (a % b) 20+ (VE L35)

L37. M FVbe (0.52° % b2°) = (0.5 % b)2*+® (VE L36)

L38. M F(0.52° % 72°) = (0.5 % 7)2(0+% (VE L37)

L39. M* F(0.5%7)=3.5 (Simplify-Num L38)
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L40. Ho
L41. P
L42. P
1.43. P
L44. P
L45. P
1.46.

L47. Ha
1.48. pP*
1.49. pP*
L50. p*
L51. Ha
L52. DL
L53. DL
L54. DL
L55. Ha
L56. M*
L57. M*
L58. M*
L.59. M*
L60. M*
L61. M*
L62. Hy
L63. DL
L64. DL
L65. DL
L66. Hs
L67. M*

P, P-kWh

FOpt((cf(Az (22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Ad-(0.5d° + (¢1.5d + 0.5)), kWh, prod)), [1, 7])
F Vg V. Yo Yw. [price(Ada 2, u, v)=
cf(g,v,w) = cf((Ad-2 ® g), u, w)]
F Vu. VoV [price(Ad 2, u, v)=>
cf(Ade(0.5d% + (&1.5d 4 0.5)), v, w) =
cf(Ade2 ® Ad-(0.5d> + (<1.5d + 0.5))), u, w)]
F Vo Vw. [price(Ad.2, DM ,v)=
cf(Ada(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), v, w) =
cf((Ada2 ® Adi (0.5d° + (1.5d + 0.5))), DM, w)]
F Vw.[price(Ad-2, DM, kWh)=
cf(Ad-(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), kWh, w) =
cf(Ad2 ® Md-(0.5d> + (<1.5d + 0.5))), DM, w)]
F [price(\d-2, DM, kWh)=
cf(Ada(0.5d 4 (<1.5d + 0.5)), kWh, prod) =
cf(Ade2 ® Ad-(0.5d> + (&1.5d + 0.5))), DM, prod))
Fcf(Ad-(0.5d° + (<1.5d + 0.5)), kWh, prod) =
cf(Ade2 ® Ad-(0.5d> + (&1.5d + 0.5))), DM, prod)
FOpt((cf(Az (22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Ada2 @ Ada (0.5d* + (<1.5d + 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
FVg. (A2 ® q) = Aza(Ade(2)2 % q(2))
F (A2 ® Ad-(0.5d” + (&1.5d + 0.5))) =
Aze (Ada(2)2 * Ade (0.5d° + (&1.5d + 0.5))z)
F (A2 ® Ad-(0.5d> + (&1.5d + 0.5))) =
Az (2 % (0.52° + (&1.52 +0.5)))
FOpt((cf( Az (222 + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf( Az (2 % (0.52% + (&1.52 + 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
FVbVe (2% (b+c)) = ((2*b) + (2%¢))
F Ve (2% (0.522 +¢)) = ((2%0.522) + (2 % ¢))
F(2%(0.52% + (<1.524+0.5))) = ((2%0.52%) + (2 % (<152 +
0.5)))
FOpt((cf( Az (22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Az((2%0.52) + (2% (<1.52 4+ 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
F V. VneVa. Vo (az™ % bz™) = (a * b)z(m*™)
F V. Vaa Vb (az® % b2") = (a * b)2(0+™)
FVa.Vbe (a2 * bz?) = (a * b)z(0+?
F Vb (22° % b2?) = (2 % b) 20+
F(22° % 0.52%) = (2 % 0.5)2(0F?
F(2%0.52%) = 2°
FOpt((cf(Az (22° + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(Az (2% + (2 % (&1.52 + 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
FVb.Ve (2% (b4 c¢)) = ((2%b) + (2%¢))
FVa (2 (€1.5z4¢)) = ((2%e1.52) + (2x¢))
F (2% (e1.52+0.5)) = ((2 *<1.52) + (2%0.5))
FOpt((cf( Az (222 + (€92 + 3.5)), DM, prod) B
cf(\z (2% + ((2 % ©1.52) + (2 % 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
F VM. Vn.Va.Vb. (az™ % bz") = (a = b)z(™+™)

(=Subst L46,147)
(VE P)

(VE L41)
(VE 1.42)
(VE 1.43)
(VE L44)

(=E P-kWh,L45)
(=Subst L50,L51)

(VE P¥)
(VE 1.48)

(AE L49)
(=Subst L54,L55)

(VE DL)
(VE L52)
(VE L53)

(=Subst L61,162)

(VE M¥)
(VE L56)
(VE L57)
(VE 158)
(VE L59)
(Simplify-Num L60)
(=Subst L65,L66)

VE DL)
VE L63)
VE L64)
=Subst 1.72,1.73)

—~ o~

(VE M*)
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L68. M* F V. Vaa Vb (az® % b2") = (a * b)2(0+™) (VE L67)
L69. M FVa.Vbe (a2 * bz) = (a * b)zO+D (VE 168)
L.70. M* F Vb (22° % bz) = (2 % b) 2OV (VE 1.69)
L71. M F(22° % ©1.52) = (2 % <1.5)2(0+Y (VE L70)
L72. M* F(2*%el.52) = <82 (Simplify-Num L71)
L73. Hs FOpt((cf (A2 (222 + (€92 + 3.5)), DM, prod) B (=Subst L79,L80)
cf( Az (2® + (€82 + (2 % 0.5))), DM, prod)), [1, 7])
L74. M* FVm.Vn.Va.Vb. (az™ % bz") = (a = b)z(™+™ (VE M*)
L75. M* F V. Vaa Vb (az° % bz™) = (a % b)2(0T™) (VE L74)
L76. M* FVauVbe (az° % b2°) = (a * b)2(°+® (VE L75)
L77. M* F Ve (22° % b2°) = (2 % b) 20+ (VE L76)
L78. M F(22° % 0.52°) = (2 % 0.5)2(0F® (VE L77)
L79. M* F(2x0.5)=1 (Simplify-Num L78)
L80. He FOpt((cf(Az (222 + (€92 + 3.5)), DM, prod) B (=Subst L84,L85)
cf(Aza (2% + (€82 + 1)), DM, prod)), [1, 7])
L81. CF1 FVg-YuaVo. (cf(Aze (22° + (€92 +3.5)),u,v) Hcf(g,u,v)) = (VE CF1)
cf(Aze(22° + (€92 +3.5)) D g), u, v)
L.82. CF1 FVu Yo (cf (A2 (227 + (€92 + 3.5)), u,v) B (VE 1.81)
ef (A (2% + (682 + 1)), u,v)) =
cf(Az (222 +(ﬁ9z+35))®)\z.(z2+(@3z+1))),u,v)
L.83. CF1 FVo. (cf (Az-(22% + (€92 + 3.5)), DM, v) B (VE 182)
cf( Az (2® + (€82 + 1)), DM, v)) =
cf((Az (227 + (€924 3.5)) ® Az (2° + (€82 + 1)), DM, v)
L84. CF1 F (cf( Az (22% + (€92 +3.5)), DM, prod) B (VE L83)
cf( Az (2” + (€82 + 1)), DM, prod)) =
cf(( Az (2224 (9243.5))P Az (22 4+ (<82 +1))), DM, prod)
L85. Hy FOpt(cf(Az(22° + (€92 + 3.5)) @ (=Subst L88,1.89)
Az (2?4 (€82 + 1)), DM, prod), [1,7])
L.86. P+ F Vg (A2 (227 + (€92 4+ 3.5)) D q) = (VE P+)
Az (A2 (227 + (€92 4 3.5))2 + ¢(2))
L87. P+ F (A2 (227 + (€92 4+ 3.5)) ® Az (22 + (82 + 1)) = (VE 1.86)
Aze(Aze (22% + (€92 +3.5))2 + Az (2% + (32 + 1))2)
L88. P+ I—( (227 + (€92 + 3.5)) D Az (2”7 + (€82 + 1)) = (AE L87)
2 ((22% 4+ (€92 + 3.5)) + (22 + (€82 + 1))
L89. Hr I—Opt(cf( 2 ((22% + (€92 4 3.5)) + (22 + (82 + 1)), (=Subst 1.92,1.93)
DM, prod), [1,7])
L.90. At F Vb Ve (((22% + (€92 +3.5)) +b) +¢) = (VE A4)
(22 + (€92 +3.5)) + (b+c))
Lo1. At FVea(((22° 4 (€92 +3.5)) + 2%) +¢) = (VE 190)
((22% + (€92 +3.5)) + (22 +¢))
L.92. At F(((22% + (€92 4+ 3.5)) + 2°) + (€832 + 1)) = (VE L.91)
((22% + (€92 + 3.5)) + (22 + (82 + 1))
L.93. Ho FOpt(cf(Aza (((22% + (€92 + 3.5)) + 2%) + (32 + 1)), (=Subst L95,1.96)
DM, prod),[1,7])
L94. o+ FVb-((22° + (€92 +3.5)) +b) = (b + (22 + (€92 + 3.5)))  (VE C+)
L95. o+ F((227 + (€92 +3.5)) + 2%) = (2” + (22° + (€92 + 3.5)))  (VE 1.94)
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L96. Hr
L97. A+
L98. A+
L99. A+
1.100. Hr
L101. M+
L102. M+
LL.103. M+
L.104. M+
1L.105. M+
1.106. Hr
L107. A+
1.108. A+
1.109. A+
L110. Hr
L111. A+
L112. A+
L113. A+
L114. Hr
L115. C+
L116. C+
L117. Hr
L118. A+
L119. A+
1.120. A+
Li121. Hr
L122. M+
1L.123. M+
L124. M+
L125. M+
L126. M+
L127. Hr
1.128. A+
1L.129. A+
L.130. A+
L131. Hg
L132. M+
1.133. M+
L.134. M+

FOpt(cf(Az (2 + (227 + (€92 + 3.5))) + (€82 + 1)),
DM, prod),[1,7])

FVbYe ((2° +b) +¢) = (2> + (b +¢))

FVea((22 +22%) +¢) = (22 + (222 +¢))

F((22 4 22%) + (€92 + 3.5)) = (2% + (222 + (<92 + 3.5)))

FOpt(cf(Aza (((2° + 22%) + (€92 + 3.5)) + (€82 + 1)),
DM, prod),[1,7])

FVn.Va.Vb. (az™ + bz") = (a + b)z"

FVa.Vba (a2® + b2%) = (a + b)2”

F Vb (22 +b2%) = (1 +b)2?

F (22 4+22%) = (1 +2)22

F (2% +22%) = 32°

FOpt(cf(Az((32% + (€92 + 3.5)) + (82 + 1)), DM, prod),
(L, 7])

FVbVe ((322 +b) +¢) = (322 + (b +¢))

F Ve ((32% + (€92 + 3.5)) + ¢) = (322 + ((92 + 3.5) + ¢))

F((32% + (€92 4+ 3.5)) + (€82 + 1)) =
(327 4+ ((€92 + 3.5) + (&322 + 1))

FOpt(cf(Az (32 + ((€92 + 3.5) + (<82 + 1)), DM, prod),
(L, 7])

F Vb Ve (292 + 3.5) +b) 4+ ¢) = (€92 + 3.5) + (b +¢))

F Ve (((<92 + 3.5) + <82) +¢) = ((&92 + 3.5) + (€82 + ¢))

F(((€92 +3.5) + €32) + 1) = ((€92 + 3.5) + (82 + 1))

FOpt(cf(Az (327 + (€92 + 3.5) + ©82) + 1)), DM, prod),
(L, 7])

F Vb (€92 + 3.5) +b) = (b + (<92 + 3.5))

F (€92 + 3.5) + €82) = (32 + (€92 + 3.5))

FOpt(cf(Az (32 + (<82 + (€92 + 3.5)) + 1)), DM, prod),
(L, 7])

FVbVe (82 +b) +¢) = (€324 (b+¢))

FVea((€82z +<92) +¢) = (€82 + (€92 +¢))

F (€82 + €92) + 3.5) = (€32 + (€92 + 3.5))

FOpt(cf(Az (32" + (€82 + <92) + 3.5) + 1)), DM, prod),
(L, 7])

FVn.Va.Vb.(az" + b2") = (a + b)z"

FVa.Vb.(az + bz) = (a + b)z

FVb. (€82 + bz) = (€3 +b)z

F (<82 +<92) = (&8 + <9)2

F (82 +<92) = <122

FOpt(cf(Xz (327 + ((&122 + 3.5) + 1)), DM, prod), [1, 7))

FVb.Ve (122 +b) +¢) = (122 4+ (b + )

FVa((&122 +3.5) +¢) = (<122 4+ (3.5 +¢))

F((e12243.5) +1) = (<122 4 (3.5 + 1))

FOpt(cf(Xz (327 + (122 + (3.5 + 1)), DM, prod), [1,7])

FVn.Va.Vb. (az™ + bz") = (a + b)z"

FVa.Vb. (a +b) = (a + b)2°

FVbe (3.5 4+b) = (3.5 +b)2°

(=Subst L99,L100)

(VE A+)
(VE L97)
(VE L98)
(=Subst L105,L.106)

(VE M+)
(VE L101)

(VE L102)

(VE L1.103)
(Simplify-Num 1.104)
(=Subst L109,L110)

(VE A+)
(VE 1.107)
(VE 1.108)

(=Subst L113,L114)

(VE A+)
(VE L111)
(VE L112)

(=Subst L116,L117)

(VE C4)
(VE 1115)
(=Subst L120,L121)

VE A+)

VE 1.118)

VE 1.119)

=Subst L126,1,127)

e e

(VE M+)

(VE 1122)

(VE 1123)

(VE L124)
(Simplify-Num L125)
(=Subst L130,L131)
(VE A+)

(VE 1128)

(VE L129)

(=Subst L136,L137)
(VE M+)

(VE L132)

(VE L133)
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L135.
L136.
L137.
L138.

L139.

L.140.

L142.

L143.
L144.
L145.

L146.

L147.

L148.

L.149.

L151.

L152.

L153.

M+
M+

Ho

Hio
Hio

TotMin

TotMin

TotMin

TotMin

TotMin

TotMin

Hii

F(3.5+1)=(3.5+1)2°
F(3.5+1)=4.5
FOpt(cf(Az-(32% + (122 + 4.5)), DM, prod), [1,7])
FVI.[Opt(cf( Az (32 + (<122 + 4.5)), DM, prod), I )&
Jz.Tot Min(z, Az (322 + (122 4 4.5)), 1))
F[Opt(cf(Aza (322 + (&122 + 4.5)), DM, prod), [1,7]) <
Ja.Tot Min(z, Az (32 + (122 4+ 4.5)), [1, 7])]
F[[Opt(cf (A2 (32% + (122 +4.5)), DM, prod), [1, 7])=
Iz Tot Min(z, Az (32 + (<122 + 4.5)), [1, 7))]A
[Bx.Tot Min(z, Az (322 + (122 + 4.5)),[1, 7))=
Opt(cf(Az-(32% + (122 + 4.5)), DM, prod), [1,7])]]
F [Fa-TotMin(z, Az (32 + (<122 + 4.5)), [1,7]))=
Opt(cf(Az-(32% + (122 + 4.5)), DM, prod), [1,7))]
F3z.Tot Min(z, Az (327 + (122 + 4.5)), [1,7])
FTotMin(2, Az (32 + (<122 + 4.5)), [1,7])
FVa.Vb.Va.[Tot Min(z, Az (32% + (122 + 4.5)), [a, b]) &
[z € [a,b]A[Min(Az (32° + (<122 + 4.5)), )A
[(Aze (327 + (122 + 4.5))x < Az (327 + (<122 4+ 4.5))a)A
(A2 (32% 4+ (122 + 4.5))2 < Az (322 + (122 + 4.5))0)]]]]
F VbV [Tot Min(z, Az (322 + (122 + 4.5)),[1, b))
[z € [1,b]A[Min(Az. (322 + (<122 + 4.5)), )A
[(Aza (827 + (122 + 4.5))z < Az (327 + (122 + 4.5))1)A
(A2 (327 4 (122 + 4.5))z < Az (327 + (122 + 4.5))0)]]]]
F V. [Tot Min(z, Az (322 + (122 4 4.5)),[1, 7)<
[ € [1, TIA[Min(Az (327 + (€122 + 4.5)), x)A
[(Aza (822 + (122 + 4.5))z < Az (322 + (122 + 4.5))1)A
(Az-(32% 4 (122 + 4.5))x < Az (327 + (122 + 4.5))D)]]]]
F[TotMin(2, Az (32° + (<122 + 4.5)), [1, 7)<
[2 € [1, TIA[Min(Az (327 + (122 + 4.5)), 2)A
[(Aza (322 + (122 + 4.5))2 < Az (327 + (122 + 4.5))1)A
(Az- (327 4 (122 +4.5))2 < Az (32% 4 (122 + 4.5))D)]]]]
F{[Tot Min(2, Az (32> + (<122 + 4.5)), [1, 7])=
[2 € [1, TIA[Min(Az (32 + (<122 + 4.5)), 2)A
[(Az (322 + (122 + 4.5))2 < Az (327 + (122 + 4.5))1)A
(A2 (32° 4+ (122 +4.5))2 < Az (327 + (122 +4.5))D)]]NA
[[2 € [1, TIA[Min(Az (327 + (<122 + 4.5)), 2)A
[(Aza (827 + (122 +4.5))2 < Az (327 + (122 + 4.5))1)A
(A2 (322 + (122 +4.5))2 < Az (322 + (122 +4.5))7)]]|=
TotMin(2, Az (32° + (122 + 4.5)), [1, T])]]
F[2 € [1, TIAIMin(Az (322 + (<122 + 4.5)), 2)A
[(Aza (827 + (122 +4.5))2 < Az (327 + (122 + 4.5))1)A
(A2 (327 4+ (&1224+4.5))2 < Az (322 4 (122 4+4.5))7)]]]=
TotMin(2, Az (32> + (€122 + 4.5)), [1, 7])]
F2 € [1, 7JA[Min(Az (32% + (<122 + 4.5)),2)A
[(Aza (322 + (122 + 4.5))2 < Az (322 + (122 + 4.5))1)A
(Az-(32% 4+ (122 +4.5))2 < Az (327 + (122 + 4.5)D)]]]
F2€1,7]

VE L134)
Simplify-Num L135)
=FE L143,L142)

VE 0)

~ o~~~

(VE L138)

(& F 1139)

(AE 1.140)

(3 L144)
(=E L152,L151)
(VE TotMin)

(VE L145)

(VE L146)

(VE L147)

(& F 1.148)

(AE L149)

(AT L153,L154)

(=F 1.328,1.327)



A.2. ND-Beweis

97

L154. Hio
L155. His
L156. <-AX
L157. <-AX
L158. <-AX
L159. <-AX
L160. <-AX
L161. <-AX
L162. <-AX
L163. <-AX
L164. <-AX
L166. <-AX
L167.

L168.

L169.

L171. L171
L173.

L174. <-AX
L175. <-AX
L176. <-AX
L177. <-AX
L178. <-AX
L179. <-AX
L181. <-AX
L182.

1.183.

L184.

L186. L186
L.188.

1.189. Min
L.190. Min
L191. Hia
L192. Hia
1L.193. Hia
L194. P+

F[Min(Az (32 + (122 + 4.5)), 2)A
[(Aza (827 + (122 + 4.5))2 < Az (327 + (122 + 4.5))1)A
(A2 (327 + (122 4 4.5))2 < Az (327 + (122 4 4.5))7)]]

F Min(\z (327 + (<122 + 4.5)),2)

Fl(Aze (322 + (122 4 4.5))2 < Az (322 + (122 + 4.5))1)A
Az (3z2 + (122 +4.5))2 < Az (327 + (<122 + 4.5))7)]
(2122 +4.5))2 < Az (322 + (122 + 4.5))1)

)
)

—~

25+
(122 4 4.5))2 < Az (32% + (<122 + 4.5))7
((3*2 )+ (& 2*2)+4.5)) < ((3%1%) +((&12%1)+4.5)))

(8125 1) +4.5))

FVy[(<7.5 < y)eTa[(7.5 + 2) = yA(0 < 2)]]
[(&57.5 < ©4.5)0Tn (7.5 + 2) = ©L5A(0 < 2)]]
(675 < ©4.5)= 32 (7.5 + 2) = SL5A(0 < 2)]]A
In[(&7.5 + 2) = ©45A(0 < 2)]=

(&7.5 < <4.5)]]
F[32.[(&7.5 4 2) = €4.5A(0 < 2)]=(&7.5 < <4.5)]
F32.[(7.5 + 2) = 4.5A(0 < 2)]
F(&7.5 +3) = ©4.5A(0 < 3)]
F(&7.5+3) = 4.5
F(0<3)
ka5 = 4.5
F(((3%2%) + ((&12%2) +4.5)) < ((3%7%) + ((<12+7) +4.5)))

(75 < ((3%7°) +

F (7.5 < 67.5)

FVy[(<7.5 < y)eTa[(S7.5 + 2) = yA(0 < 2)]]

F (7.5 < 67.5)32.[(&7.5 + 2) = 67.5A(0 < 2)]

F[(&7.5 < 67.5)=32[(&7.5 + 2) = 67.5A(0 < 2)
[32:[(<7.5 + 2) = 67.5A(0 < 2)]=(«<7.5 < 67.5)

F[32.[(&7.5 + 2) = 67.5A(0 < 2)]=(&7.5 < 67.5)

F3z[(7.5 + 2) = 67.5A(0 < 2)]

F (7.5 4+ 75) = 67.5A(0 < 75)]

F(&7.5+75) =67.5

F(0 < 75)

F67.5 =67.5

F V. [(Op(A2- (327 + (122 + 4.5)), 1)z) = OA
(0 < (0p(0p(A2= (327 + (122 4 4.5)), 1), 1)z))]=
Min(Az (327 + (<122 + 4.5)), )]

F[(0p,(Aze (32 + (<122 4+ 4.5)),1)2) = 0A
(0 < (9p(0p(N2a (327 + (122 + 4.5)), 1),
Min(Az(32% + (122 + 4.5)), 2)]

F[(0p(A2- (327 + (122 + 4.5)),1)2) = 0A
(0 < (p(9p(N2a (32 + (&122 +4.5)), 1),

F(0p(A2: (322 4 (122 4+ 4.5)),1)2) = 0

F (0 < (8,(0p(A2e (322 + (122 + 4.5)), 1), 1

FVg (A2:32% @ q) = Aze (A2 (32%)2 + q(2))

(12 # 7) + 4.5)))

A

]
Il
Il
]

1)2))]=

1)2))]
)2))

(AI L155,L156)

(=E L191,L190)
(AI L157,L158)

(M L159)

(AT L174)
(Simplify-Num L160)
(Simplify-Num L161)
(=E L167,L166)
(VE <-AX)

(VE 1162)

(&F L163)

AE L164)

37 L168)

AI L169,L171)
Simplify-Num L173)
Hyp)

0

Simplify-Num L175)
Simplify-Num L176)
=F L182,L181)

VE <-AX)

VE L177)

&E L178)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(AE L179)

(31 L183)

(AT 1.184,1,186)
(Simplify-Num L188)
(Typ)

(=

(

VE Min)
(VE L189)

(AT 1.192,1,193)

(=Subst L196,L.198)
(=Subst [.247,1.249)
(VE P+)
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L195. P F(A2322 @ Az (122 + 4.5)) = (VE L194)
Aze(A2e (32%) 2 + Az (122 4 4.5)2)
L196. P+ F (A2.327 © Aza (122 4 4.5)) = Az (327 + (122 + 4.5)) (AE L195)
L198. Hig F (0p((A232” ® Az (S122 + 4.5)),1)2) =0 (=Subst 1.203,1.204)
L199. 8-pol F Vg Ve 8,(A232° © q), ¢) = (8p(M232%, ¢) © 9p(g,¢)) (VE 0-pol)
L.200. opol  FVedp((A232% @ Az (122 4 4.5)),¢) = (VE L199)
(0p(A2e322,¢) ® Op( Az (122 + 4.5), ¢))
L201. opol  FOp((A2a32" @ Az (122 + 4.5)),1) = (YE 1.200)
(0p(A2322,1) @ Op(Aza (&122 + 4.5), 1))
1.202. opol  FV.(9p((A2e32% @ Aze (122 + 4.5)), 1)z) = (Ext-I L.201)
((0p(A2a32%,1) @ 0p( Az (122 + 4.5),1))z)
1.203. opol  F(0p((A2n32” ® Aza (122 + 4.5)),1)2) = (VE 1.202)
((0p(A2a32%,1) @ 0p( Az (2122 + 4.5),1))2)
L.204. Hiy F((0p(A2a322,1) © 9p(\za (122 + 4.5),1))2) = (=Subst 1.208,1.209)
L.205. omon1  FVhadp(Aza3z?, 1) = Aza(3 % b)z®~ (VE 8-mon-1)
L.206. o-mon-1  FOp(Az-322,1) = Aza (3 % 2)z(?~ D (VE 1.205)
L207. o-mon-1 - 0p(Aza3z?,1) = Aza b (Simplify-Num L206)
1.208. o-mon-1 F0p(Az32%,1) = Az. bz (AB 1.207)
L.209. Hia F((Az.62 @ Op(Aza (<122 +4.5),1))2) =0 (=Subst L212,1.214)
L.210. P+ FVg. (A2 ©122 @ q) = Az (A2 (&122)2 + q(2)) (VE P+)
L211. P+ F(Aze ©122 & Azad.5) = Aza (A2 (©122)2 + Az (4.5)2) (VE 1.210)
L212. P+ F(Aze ©122 @ Azud.b) = Az (122 + 4.5) (AE L211)
1.214. Hia F (A2 6z @ 0p((A2a ©122 ® A224.5),1))2) =0 (=Subst 1.217,1.218)
L215. 8-pol FVg.Ve0p(Aze ©122 @ q),c) = (Op(Aza £122,¢) ® 0p(g,¢))  (VE 6-pol)
L216. 8-pol FVedp((Az. 122 @ Az.4.5),¢) = (VE L215)
(Op(Aze 122, ¢) @ 9p(A2.4.5,¢))
L.217. 8-pol Fop((Aze ©122 B Azad.b), 1) = (VE 1.216)
(Op(Aze ©122,1) & 0p(A24d.5,1))
L218. His F((Az.62 @ (Op(Aza ©122,1) ® 0p(A24.5,1)))2) =0 (=Subst L222,1.223)
L219. omon1  FVhdp(Aza ©122°, 1) = Aza (212 % b))z~ (VE 8-mon-1)
1,220. o-mon-1 FOp(Aze 122, 1) = Az (<12 % 1)~V (VE 1.219)
L221. d-mon-1  FOp(Aza ©122,1) = Az. &12 (Simplify-Num L220)
L222. d-mon-1  FOp(Aze ©122,1) = Az. 12 (AB L221)
L223. Hie F((Az.6z & (Az. ©12 B 9p(A2.4.5,1)))2) =0 (=Subst L225,1.226)
L224. d-const-1 FOp(Azad.5,1) = Az.0 (VE 0-const-1)
L.225. d-const-1 - 0p(A2a4.5,1) = Az.0 (AB L.224)
1.226. Hir F(Az.b6x ® (Aze <12 B Az.0))2) = (=Subst 1.229,1.230)
L.227. P+ FVg(Aze 12 @ q) = Aza (20 (@12)2 +q(2)) (VE P+)
L.228. P+ F(Az. ©12 @ Az.0) = Az (Aza (12)2 + Aza(0)2) (VE L227)
1.229. P+ F(Az. ©12 @ Az.0) = Az (<12 +0) (AE L228)
1.230. Hir F(Az.6x ® Aze (S12 +0))2) =0 (=Subst 1.232,1.233)
L231. o+ F Vb (<12 4+ b) = (b + <12) (VE C+)
1.232. o+ F (<12 +0) = (04 <12) (VE 1.231)
1.233. 0+, P+ F((Aza62 ® Az (0 +12))2) =0 (=Subst L234,1.235)
L234. 0+ F(0+ <12) = <12 (VE 0+)
L.235. P+ F((Az.6z ® Azw 12)2) =0 (=Subst 1.240,1.241)
1.236. P+ F Vg (Az.62 & q) = Aza (Az- (62)2 + q(2)) (VE P+)
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L237.
L.238.
L.239.
L240.
L241.
L242.
L.244.
L.245.
L246.

L.247.
L.249.
L.250.
L251.

L252.

L253.
L254.
L255.
L.256.
L257.
L.258.
L259.
L.260.
L261.
L.263.
L264.
L265.

1L.266.

L267.
L268.
L269.
L270.
L271.
L272.
L273.
L274.
L275.
L276.
L277.
L278.
L279.
L.280.
L281.

P+
P
P
P+

P+
P+

P+

d-pol

d-pol

d-pol

Hia

d-mon-1
d-mon-1
d-mon-1

d-mon-1

P+
P+
P+

d-pol

d-pol

d-pol

Hia
d-mon-1
d-mon-1
d-mon-1
d-mon-1
Hia
O-const-1
O-const-1
Hia

P+

P+

P+

Hia

C+

C+

F(Az.6z @ Aza ©12) = Az (Aza (62) 2 + Az (12)2)
F(Az.6z @ Azw ©12) = Az (62 + ©12)
F V. (Az.6T D Aze ©12)x) = 2. (62 + S12)x
F((Az.6z @ Aze ©12)2) = Az (62 + <12)2
F Az (62 4+ 12)2 = 0
F((6x2")+<12) =0
FO=0
FVg (A2:32% @ q) = Aze (A2 (32%)2 + q(2))
F(A2:327 © Az (122 4+ 4.5)) =
Aze (A2 (328) 2 + Aza (122 4 4.5)2)
F (A22322 @ Az (122 4+ 4.5)) = Az (322 + (<122 + 4.5))
F (0 < (0 (0p((A2232> @ Aza (122 + 4.5)), 1),1)2))
FVgVe0p(A232° @ q), ¢) = (8p(A2327,¢) ® Dp(q, ¢))
FVedp((A232% @ Aza (€122 4 4.5)),¢) =
(0p(A2a327,¢) ® 0y (Aze (122 + 4.5), ¢))
FOp((A232% @ Aza (122 4+ 4.5)),1) =
(0p(A2:322,1) @ 0p(Aza (122 4+ 4.5), 1))
F (0 < (0((8p(A2232,1) @ Op(Aza (122 + 4.5),1)),1)2))
F Vb dp (AT 32°, 1) = Aza(3 % D)z~ V)
FOp(Aze32%, 1) = Aza (3 % 2)22~ Y
F 0, (Aza322,1) = Azabz
F0,(A\2.32%,1) = Az 6z
F (0 < (0p(Azabx B 0p(A2- (122 4+ 4.5),1)),1)2))
FVg. (A2 ©122 @ q) = Az (A2 (&122)2 + q(2))
F(Az ©122 @ Azd.5) = Aza (A2 (©122)2 + Az.(4.5)z)
F(Aze ©122 @ Azad.b) = Az (122 + 4.5)
F (0 < (0p(Azabx D 0p((A2a 122 D Az.4.5),1)),1)2))
FVg.Ve 0p(Aze ©122 B q),c) = (Op(Aza 122, ¢) B Ip(g, ¢))
FVedp((Az. 122 @ Az.4.5),¢) =
(Op(Aze 122, ¢) @ 0p(A2.4.5,¢))
Fop(Aze ©122 ® Azud.5),1) =
(Op(Aze ©122,1) ® 0p(A2e4.5,1))
F (0 < (0p(A2abz ® (Op(A2a ©122,1) D Dp(A2d.5,1))),1)2))
F Vb dp (A2 2122°,1) = Aza (12 % b))z~ Y
FOp(Aze ©122,1) = Aza (<12 % 1)z~
Fop(Aza ©122,1) = Aza <12
Fop(Aze ©122,1) = Az <12
F (0 < (0p(Azabz ® (A2 ©12 ® 9p(A24.5,1))), 1)2))
FOp(Azad.5,1) = Az.0
FOp(Azd.5,1) = Az.0
F (0 < (0p(Azabz B (ATs 12 B A7.0)),1)2))
FVg (Az. 12 @ q) = Az (Aza (S12)2 + ¢(2))
F(Az. ©12 @ Az.0) = Az (Aza (12)2 + Aza(0)2)
F(Az. ©12 @ Az.0) = Az (<12 +0)
F (0 < (0p((Aza6z & Az (<12 +0)),1)2))
F Vb (<12 4+ b) = (b + <12)
F (<12 +0) = (04 <12)

(VE 1236)
(AE 1.237)
(Ext-T 1.238)
(VE 1239)
(A L242)
(Simplify-Num L244)
(=1)

(VE P+)

(VE L245)

(AE 1.246)
(=Subst L252,1.253)
(VE 8-pol)
(VE L250)

(VE 1.251)

(=Subst L257,1.258)
(VE 0-mon-1)

(VE L254)
(Simplify-Num L255)
(AB L256)

(=Subst L261,1.263)
(VE P+)

(VE L259)

(AE 1.260)

(=Subst L266,1.267)
(VE 8-pol)

(VE L264)

(VE 1.265)

(=Subst L271,L272)
(VE 0-mon-1)
(VE L268)
(Simplify-Num L269)
(AB 1.270)
(=Subst L274,L275)
(VE 0-const-1)
(AB L273)
(=Subst L278,L.279)
(VE P+)

(VE L276)

(AE L277)

(=Subst 1.281,1,282)
(VE C+)

(VE 1.280)
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L.282. Hia F (0 < (0p(Azabz & Az (0 + <12)),1)2)) (=Subst L283,1.284)
L.283. 0+ F(0+ <12) = <12 (VE 0+)

1.284. Hia F (0 < (0p((Aza6z & Azw <12),1)2)) (=Subst 1.287,1.288)
L.285. P+ F Vg (Aza62 @ q) = Az (Aza (62)2 + q(2)) (VE P+)
1.286. P+ F(Az.6z @ Az ©12) = Az (Aza (62) 2 + Az (<12)2) (VE L285)
L.287. P+ F(Az.6z @ Az ©12) = Az (62 + ©12) (\E 1.286)
1.288. Hia F(0 < (0p(Az- (62 + <12),1)2)) (=Subst 1.291,1.293)
1.289. P+ FVge(Az.62 @ q) = Aza(A2-(62)2 + q(2)) (VE P+)
1.290. P+ F(Azbz @ Aza ©12) = Aza (A2 (62)2 + Az (12)2) (VE L289)
L.291. P+ F(Azabz @ Aza ©12) = Az (62 + <12) (\E 1.290)
1.293. Hia F (0 < (0p((A2ab2z B 2w <12),1)2)) (=Subst 1.298,1.299)
1.294. 8-pol FVqVe 0p(A2a62 B q),c) = (Op(Azab2z,c) ® Ip(q,c)) (VE 0-pol)
1.295. 8-pol FVa0p((A2a62 D Aza ©12),¢) = (0p(Aza62,¢) D Ip(Aza &  (VE 1.294)
12,¢))
L.296. 8-pol FOp(Azabz P Aza ©12),1) = (Op(A2a62,1) B Op(Aza ©12,1)) (VE L295)
1.297. 8-pol F Ve (0p((Azab2 D Aze ©12),1)z) = (Ext-T 1.296)
((Op(A262,1) B Op(A2za ©12,1))x)
1.298. 8-pol F (0p((Aza62 ® Aze ©12),1)2) = (VE 1.297)
((Op(A62,1) & 0p( A2 <12, 1))2)
L.299. His F (0 < ((0p(Ab62,1) @ 0p(Aza <12, 1))2)) (=Subst L303,L.304)
L300. o-mon-1  FVb.Op(Az-62",1) = Az- (6 % b)ax® Y (VE 8-mon-1)
L.301. p-mon-1 FOp(Azabz,1) = Aza (6 % 1)z(! =1 (VE 1.300)
L302. d-mon-1  F Op(Az.62,1) = Az:6 (Simplify-Num L301)
L303. d-mon-1 F Op(Aza62z,1) = Az.6 (AB L302)
L304. Hig F (0 < (Aza6 @ Op(Az. ©12,1))2)) (=Subst L306,L.307)
1.305. d-const-1 F Op(Awa <12,1) = Az.0 (VE 0-const-1)
1.306. d-const-1 F Op(Aza ©12,1) = Az (AB L.305)
L307. Hiz F (0 < ((Az.6 @ A2.0)2)) (=Subst L312,L.313)
L308. P+ FVg. (Az.6 @ ¢) = Az (A2 (6)2 + q(2)) (VE P+)
L309. P+ F(Az.6 & Aza0) = Az (Az. (6)z + Az. (0)2) (VE L308)
1.310. P+ F(Az.6 @& Az.0) = A2.(6 + 0) (AE L309)
L311. P+ FVz.((Az.6 & Az.0)z) = Az (6 + 0)x (Ext-T L310)
L312. P+ F((Az.6 & Aza0)2) = Az (6 + 0)2 (VE L311)
L313. o+, 0+ F(0<Az(6+0)2) (=Subst L315,L316)
L314. o+ FVb. (6 +b) = (b+6) (VE C+)
L315. c+ F(6+4+0)=(0+6) (VE L314)
L316. 0+ F(0 < Az (0 +6)2) (=Subst L317,L.318)
L317. 0+ F(O+6)= (VE 0+4)
L318. F(0 < Az (6 ) ) (M L319)
L319. F(0<6) (Simplify-Num L321)
L321. L321 F(0<6) (Hyp)
L322. Intv FVb.Vz. [z € [1,0]<[(1 < z)A(z < b)]] (VE Intv)
L.323. Intv FVz.z € [1,7]<[(1 < z)A(x < 7)]] (VE L322)
L324. Intv FI2ell,7el(I<2)A2<L<T)]] (VE L323)
L325. Intv F2 €1, 7=[1 <2)A2 <A1 <2)A2 < T)]= (&FE L324)
2 € [1,7]]
L327. Intv FI1<2)A2<T7)]=2€[1,7]] (AE L325)



A.2. ND-Beweis

101

L.328. <-AX
1L.329. <-AX
1L.330. <-AX
L331. <-AX
L332. <-AX
L333. <-AX
L335. <-AX
L.336.

L.337.

L338.

1.340. L340
L.342.

L.343. <-AX
L344. <-AX
L.345. <-AX
L.347. <-AX
1.348.

1.349.

L350.

L352. L352
1.354.

F(L < 2)AE2 < 7))

(1< 2)

2 <T)

FY5[(1 < y)o 32l +2) = yA(D < 2]

FI(1 < 2)e3z[(1 + 2) = 2A(0 < 2)]]

FII(1 < 2)=32](1 + 2) = 2A(0 < 2)]]A
[

]
Il
]

F[Az[(1+2) =2A0 < 2)]=(1 <2
F3z[(1+2) =2A(0 < 2)]
FI(1+1) =2A(0 <1)]

F(1+1) =2

F(O<1)

F2 =

V(2 < g T2+ 2) = YA < )]

FI(2<TN)e3z[(2+2) =TA0 < 2)]

FI[(2<7)=3z[(2+2) =7A(0< z)
Fa[(2+2)=TA0<2)]=(2<7

F[Az[(2+2) =TA0 < 2)]=(2<7

F3z[(2+2) = TA(0 < 2)]

F[(2 +5) = TA(0 < 5)]

F(@2+5) =7

(0 < 5)

F7T=7

]
A
Il
]

~ ~—

AI L329,L330)
= E L336,L335)
= E L348,1347)
VE <-AX)

VE L331)

& F L332)

~ S S~~~

AE 1.333)

I L337)

AI L338,1340)
Simplify-Num L342)

VE <-AX)
VE 1343)

AE L345)

a1 L349)

AI L350,L352)
Simplify-Num L354)
Hyp)

=I)

~ N~~~ o~

Hi1 = A+, 04, C+, CF1, d-const-1, DL, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, M*, O, P, P+, 8-pol, P-kWh, P-1, P*, TotMin
Ho = A+, 04, C+, CF1, 8-const-1, DL, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, M*, O, P, P+, 8-pol, P-kWh, P*, TotMin
M3 = A+, 04, C+, CF1, 8-const-1, DL, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, M*, O, P+, 8-pol, P*, TotMin

Ha = A+, 04, C+, CF1, 8-const-1, DL, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, M*, O, P+, 9-pol, TotMin

Hs = A+, 04, C+, CF1, 8-const-1, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, M*, O, P+, 8-pol, TotMin
He = A+, 04, C+, CF1, d-const-1, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, O, P+, 9-pol, TotMin

H7 = A+, 04, C+, d-const-1, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, O, P+, 8-pol, TotMin

Hg = 0+, C+, d-const-1, Intv, <-AX, Min, M+, 8-mon-1, O, P+, 8-pol, TotMin

Hg = 0+, C+, J-const-1, Intv, <-AX, Min, §-mon-1, O, P+, 8-pol, TotMin

Hio = 04, C+, d-const-1, Intv, <-AX, Min, 8-mon-1, P+, d-pol, TotMin

Hi11 = 04, C+, d-const-1, Intv, <-AX, Min, §-mon-1, P+, d-pol
Hiz = 04, C+, d-const-1, <-AX, Min, 8-mon-1, P+, 9-pol

Hi13 = 04, C+, d-const-1, Min, &-mon-1, P+, 9-pol
Hi14 = 0+, C+, 8-const-1, J-mon-1, P+, §-pol

Hi5 = 04, C+, d-const-1, &-mon-1, P+

Hig = 04, C+, d-const-1, P+

Hi7 = 0+, C+, P+
H1g = Intv, <-Ax



Anhang B

Verzeichnis der komplexen
Taktiken von SAPPER

In diesem Anhang sind die im Rahmen dieser Arbeit benutzten komplexen Taktiken zusam-
mengestellt. Hierfiir wird jeweils der von der Taktik beschriebene Rechenschritt angegeben
und die Taktik formal spezifiziert. Die in den formalen Definitionen verwendeten einfachen

Taktiken entsprechen den in Kapitel 6 Abbildung 6.2 aufgefithrten Hypothesen.

Im folgenden arbeiten wir stets in einem Ring von Polynomen K[z, ..., z,] iiber einem

Koeffizientenkorper K.

B.1 Taktiken fiir die Polynomaddition

POLYNOMIAL-ADDITION-Taktik

Seien p, q € K[z1,...,z,] Polynome, dann beschreibt POLYNOMIAL-ADDITION den Rechen-
schritt:

(p®q)={P+q)

und hat als formale Definition:
Tactic POLYNOMIAL-ADDITION APPLY(P+)
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POP-FIRST-Taktik

Sei a € K[z1,...,z,] ein Monom, und seien b, ¢ € K[z1,...,z,] Polynome, dann beschreibt
POP-FIRST den Rechenschritt:

((a+b)+c¢c)=(a+ (b+¢))

und hat als formale Definition:
Tactic POP-FIRST COND(((a + b) + ¢) APPLY(A+))

POP-SECOND-Taktik

Seien a, ¢ € K[z1,...,z,] Polynome, und sei b € IK[z1,...,z,] ein Monom, dann beschreibt
POP-SECOND den Rechenschritt:

(a+(b+c)=(b+(a+c))

und hat als formale Definition:
Tactic POP-SECOND COND((a + (b + c)) APPEND(APPLY(A+)
APPLY(C+)
APPLY(A+)))
((a+b) APPLY(CH))

MONOMIAL-ADDITION-Taktik

Seien b,d € K[z1,...,z,] Polynome und a,c,e € IK[z1,...,z,] Monome, so daf} gilt: a =, ¢
und e = a + ¢, dann beschreibt MONOMIAL-ADDITION den Rechenschritt:

((a+b)+(c+d)=(e+ (b+4d))

und hat als formale Definition:
Tactic MONOMIAL-ADDITION COND(((a + b) + (¢ + d)) APPEND(APPLY(A+)
APPLY(C+)
APPLY(A+)
APPLY(M+)
APPLY(A+)))
(((a+b)+¢) APPEND(APPLY(C+)
APPLY(A+)
APPLY(M+)))
((a+ (c+d)) APPEND(APPLY(A+)
APPLY(M+)))
((a+c) APPLY(M+))
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B.2 Taktiken fiir die Polynommultiplikation

POLYNOMIAL-MULTIPLICATION-Taktik

Seien p,q € K|zy,...,z,] Polynome, dann beschreibt POLYNOMIAL-MULTIPLICATION den
Rechenschritt:

(P®q)=(p*q)

und hat als formale Definition:
Tactic POLYNOMIAL-MULTIPLICATION APPLY(P*)

DISTRIBUTIVITY-RIGHT-Taktik

Seia € K[z1,...,z,] ein Monom, und seien b, ¢ € K][z1,...,z,] Polynome, dann beschreibt

DISTRIBUTIVITY-RIGHT den Rechenschritt:
((a+0b)xc)=((axc)+ (bxc))

und hat als formale Definition:
Tactic DISTRIBUTIVITY-RIGHT COND(((a + b) * ¢) APPLY(DR))

MONOMIAL-MULTIPLICATION-Taktik

Seien a,b,e € K[zy,...,z,] Monome mit e = a * b, und sei ¢ € K[z, ..., z,] ein Polynom,
dann beschreibt MONOMIAL-MULTIPLICATION den Rechenschritt:

(ax(b+¢c)) =(e+ (ax*c))

und hat als formale Definition:
Tactic MONOMIAL-MULTIPLICATION COND(((a * (b + ¢))APPEND(APPLY(DL)
APPLY(M*)))
((a*b) APPLY(M*)))
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PUSH-LAST-Taktik

Seien a,b € Klz1,...,z,] Monome und ¢, d, e € K[zy,...,z,] Polynome mit ¢ = e+b, dann
beschreibt PUSH-LAST den Rechenschritt:

((a+c)+d) =(a+ (e+ (b+d)))

und hat als formale Definition:
Tactic PUSH-LAST REPEAT-IF(((a + ¢) + d)) APPLY(A+)))

MULTIPLY-ZERO-LEFT-Taktik

Sei a € K|zi,...,z,] ein Polynom, dann beschreibt MULTIPLY-ZERO-LEFT den Rechen-
schritt:
(0xa)=0

und hat als formale Definition:
Tactic MULTIPLY-ZERO-LEFT APPLY(0%)

MULTIPLY-ZERO-RIGHT-Taktik

Sei a € K[zy,...,z,] ein Polynom, dann beschreibt MULTIPLY-ZERO-RIGHT den Rechen-
schritt:
(ax0)=0

und hat als formale Definition:
Tactic MULTIPLY-ZERO-RIGHT APPEND(APPLY(C*)
APPLY(0%))



106 Kapitel B. Verzeichnis der komplexen Taktiken von SAPPER

B.3 Taktiken fiir die Polynomdifferentiation

MONOMIAL-DIFFERENTIATION-Taktik

Sei p € K[z1,...,z,] ein Polynom und seien m,m’ € IK[zq,...,z,] Monome, so daf}
m=cax{ ..ozl xt ound m' = (a-e)x L xfF gl gilt, wobei a € IK,
e1,...,en, €EIN und e; >0 mit 1 < < n,dann beschreibt MONOMIAL-DIFFERENTIATION

den Rechenschritt:
Op(m +p, i) = (m' @ Oy(p, 1)),
und hat als formale Definition:
Tactic MONOMIAL-DIFFERENTIATION (%) COND((m + p) APPEND(APPLY(P+)
APPLY(8-pol)
APPLY(0-mon-i))
((m) APPLY(0-mon-i))

CONSTANT-DIFFERENTIATION-Taktik

Sei p € K[z1,...,z,] ein Polynom und m € K[z1,...,z,] ein Monom mit m = az{' -...-
x? ---xin, wobei o € IK, eq,...,e, € IN, dann beschreibt CONSTANT-DIFFERENTIATION den
Rechenschritt:

dp(m +p,i) = (0@ G,(p, 7))
und hat als formale Definition:
Tactic CONSTANT-DIFFERENTIATION (i) COND((m + p) APPEND(APPLY(P+)
APPLY(9-pol)
APPLY(0-const-i))
((e) APPLY(0-const-i))

ADD-MONOMIAL-Taktik

Sei p € K[z1,...,z,] ein Polynom, und sei m € K|z, ..., z,] ein Monom, dann beschreibt
ADD-MONOMIAL den Rechenschritt:

(m @ p) = (m +p)

und hat als formale Definition:
Tactic ADD-MONOMIAL APPEND(APPLY(P+)
COND((0 + p) APPLY(0+)
COND((m + 0)APPEND(APPLY(C+)
APPLY(0+)))))
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B.4 Taktiken fiir das Sortieren von Polynomen

POLYNOMIAL-SORTING-Taktik

Seien a,b € K[zq,...,z,] Monome und ¢,d € K[zy,...,z,] Polynome mit ¢ = (a + d) in

normaler Ordnung und a <; ¢, dann beschreibt POLYNOMIAL-SORTING den Rechenschritt:
(c+b)=(b+ (a+4d))

und hat als formale Definition:

Tactic POLYNOMIAL-SORTING APPEND(REPEAT-IF(((a + d) + b) APPEND(APPLY(A+)

APPLY(C+)
APPLY(A+)))
APPLY(CH))
REDUCTION-ON-SUM-Taktik
Seien a,b,e € K[z1,...,2,] Monome mit a=,b und e = (a + b), und sei ¢ € K[z1,...,zy]
ein Polynom, dann beschreibt REDUCTION-ON-SUM den Rechenschritt:
(a+(b+c)=(e+c)
und hat als formale Definition:
Tactic REDUCTION-ON-SUM COND((a + (b + ¢)) APPEND(APPLY(A+)
APPLY(M+))
((a+0) APPLY(M+)))
REDUCTION-ON-ZERO-Taktik
Sei a € K[zy,...,z,] ein Polynom, dann beschreibt REDUCTION-ON-ZERO den Rechen-

schritt:
0+a)=a

und hat als formale Definition:
Tactic REDUCTION-ON-ZERO COND((0 + a) APPLY(0+))
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Typ, 22
der Individuen, 22
der reellen Zahlen, 38
der Wahrheitswerte, 22
Typfunktion, 22

U
UEBERBERG, 15
Ubersetzer, 48, 49

\%
Variable
freie, 23
gebundene, 23
getypte, 23
Variablenbelegung, 24
verallgemeinerte Modelle, 25
Verbose-Mode, 48
Verbrauchsfunktion, 74
Vorgéingerfunktion, 38
VERIFY, 14

\%\%
wahr, 24

Z
Zahlen
ganze, 38

imaginére, 5
irrationale, 5
natiirliche, 38
rationale, 38
reelle, 38
Zahlenharmonie, 5
Zeile
geplante, 30
offene, 30
ZERMELO, 38
ZHAO, 14



