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Kapitel 1

Einleitung

Als Grundlagenwissenschaft f�ur viele andere Wissenschaften blickt die Mathematik auf eine

�uber 3000 j�ahrige Geschichte zur�uck. Dabei durchlief sie einen langen Entwicklungsproze�,

in dessen Verlauf sich nicht nur ihr Umfang erweiterte, sondern in dem auch viele Begrif-

fe pr�azisiert wurden. Auch der in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielende Begri� des

formalen Beweises existierte nicht immer in seiner jetzigen Form.

Bei den ersten Versuchen, Ph�anomene der Natur mathematisch zu beschreiben, wurde

die Korrektheit von Aussagen zun�achst nur anschaulich und informell erbracht. Im Grie-

chenland der Antike gen�ugte es, wenn Philosophen wie Pythagoras ihre geometrischen

Betrachtungen mit Zeichnungen im Sand verdeutlichten. Beweise f�ur manche mathemati-

schen Tatsachen wurden sogar explizit verhindert: So mu�te Hippasos von Metapont vor

den Sch�ulern des Pythagoras 
iehen und starb auf der Flucht bei einem Schi�sungl�uck,

als er die Existenz der irrationalen Zahlen zeigte und damit das Dogma der Zahlenharmonie

bedrohte [Rob63].

Diesen philosophischen Streit zwischen Glauben und �uberpr�ufbarer Korrektheit wollte

Leibniz im 17. Jahrhundert dadurch beheben, da� er eine universelle Sprache scha�en

wollte, die lingua characteristica universalis, mit der es m�oglich sein sollte, alle Probleme

auszudr�ucken und durch einfaches Rechnen zu l�osen [Lei86]. Dieser Versuch der radikalen

Formalisierung und Abstraktion von Problemen wurde besonders in der Mathematik der

folgenden Jahrhunderte unternommen, als man �uber immer abstraktere Begri�e zu reden

begann. Konnte zum Beispiel der Begri� der irrationalen Zahlen noch anhand der Kreiszahl

� oder des goldenen Schnittes veranschaulicht werden, blieben die von Gau� eingef�uhrten

imagin�aren Zahlen
"
immer etwas Unwirkliches\ [Ger70].

Die Notwendigkeit, mathematische Theorien in einem korrekten und einheitlichen For-

malismus zu beschreiben, f�uhrte zu einer raschen Entwicklung der Logik durch Boo-

le [Boo54] und Frege [Fre79] Mitte des letzten Jahrhunderts. Damit ergab sich die

M�oglichkeit zum abstrakten L�osen von Problemen, was zum Beginn der mathematischen
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Moderne f�uhrte und zur Losl�osung von den Naturwissenschaften, in denen die Mathematik

bisher ihre Anwendung fand. Diese Losl�osung gipfelte 1904 in Hilberts Rede zum Thema

"
Axiom von der L�osbarkeit eines jeden Problems\ [Hil04]:

Da ist das Problem, suche die L�osung. Du kannst sie durch reines Denken �n-

den; denn in der Mathematik gibt es kein Ignorabimus!

Mit dieser Rede erteilte Hilbert der Gegenmoderne eine Absage und etablierte in der

Mathematik abstrakte, nichtkonstruktive Argumente als Mittel des Beweises. Damit l�a�t

sich die Mathematik in zwei miteinander verkn�upfte Gebiete unterteilen: ein konstruktives

und damit anwendbares und ein abstraktes, reines.

Nach der Er�ndung von Computern und dem Versuch, sie f�ur mathematische Zwecke

einzusetzen, wurde diese Teilung in reine und anwendbare Mathematik auch bei der Ent-

wicklung mathematischer Software �ubernommen. So entstanden zwei Arten von Systemen:

Computeralgebrasysteme, mit denen versucht wird, den anwendbaren und berechenbaren

Teil der Mathematik zu implementieren, und Deduktionssysteme, die zum F�uhren von

Beweisen auch in abstrakter Weise gedacht sind.

1.1 Deduktionssysteme

Die Idee, menschliches Denken zu automatiseren, die bereits Leibniz und Descartes im

17. Jahrhundert inspirierte, bildet auch eine der wichtigen Motivationen f�ur das Gebiet

der k�unstlichen Intelligenz. Zu den ersten Ans�atzen geh�orte hier der Versuch, menschli-

che Schlu�weisen auf Rechnern zu simulieren [NSS57]. Dabei wollten Newell, Shaw und

Simon mit ihrem
"
Logic Theorist\ ein System zur L�osung allgemeiner Problemstellun-

gen scha�en, indem sie menschliche Denkvorg�ange nachvollzogen. Im Gegensatz zu diesem

Ansatz, der psychologische Mechanismen in den Vordergrund stellte, entwickelten sich au-

tomatische Theorembeweiser, die versuchten mathematische Logik in maschinenorientier-

ten Verfahren zu realisieren. Auf diesem Gebiet wurden im Verlauf der letzten Jahrzehnte

verschiedene Konzepte entwickelt und in Systemen realisiert.

Mit rein automatischen Beweisern wird versucht, ohne Einwirkung eines Benutzers Theo-

reme zu zeigen. Dabei bedienen sich Systeme wie OTTER [McC90] oder MKRP [Pr�a92]

logischer Kalk�ule, die besonders f�ur computergef�uhrte Beweise geeignet sind, wie der Re-

solutionskalk�ul [Rob65]. Die St�arke dieser Systeme besteht darin, gro�e Suchr�aume bear-

beiten zu k�onnen. Allerdings spannen viele mathematische Probleme so gro�e Suchr�aume

auf [SSY94], da� L�osungen nicht durch algorithmische Suche gefunden werden k�onnen.

Dar�uber hinaus sind die von diesen Systemen erzeugten Beweise in einem f�ur Menschen

nur schwer lesbaren Format und damit auch nur schwer nachvollziehbar. Versuche, auto-
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matische Beweiser auf intuitiveren Kalk�ulen wie dem des nat�urlichen Schlie�ens [Gen35]

aufzubauen, f�uhren allerdings zu noch gr�o�eren Suchr�aumen [Ble83].

Um die Unw�agbarkeiten der Beweissuche bei vollautomatischen Systemen zu vermei-

den und gleichzeitig vom Wissen eines menschlichen Benutzers zu pro�tieren, wurden in-

teraktive Beweisentwicklungsumgebungen gebaut, in denen Beweise gef�uhrt und auf ihre

Korrektheit �uberpr�uft werden k�onnen. Zur Vereinfachung der Beweisf�uhrung im jeweili-

gen Kalk�ul werden zum Beispiel in IMPS [FGT90], HOL [GM93] oder Isabelle [Pau94]

sogenannte Taktiken benutzt. Dies sind Prozeduren, die eine ganze Sequenz von einzelnen

Inferenzschritten ausf�uhren. Damit ist es m�oglich, Beweise auf einer abstrakteren Ebene

als der Kalk�ulebene zu f�uhren und auch zu pr�asentieren.

Mit einem System wie CLaM [BvHHS90] wird nun versucht, auch diese Art der Beweis-

suche zu automatisieren. Daf�ur werden die Taktiken zu Methoden erweitert, indem ihnen

Vor- und Nachbedingungen als Spezi�kationen beigef�ugt werden. Der Beweis f�ur ein Theo-

rem wird dann mit diesen Methoden abstrakt geplant und erst danach konkret berechnet.

Dies verkleinert gegen�uber automatischen Beweisern, die direkt auf Kalk�ulebene Beweise

suchen, die zu bew�altigenden Suchr�aume. Au�erdem wird weniger darauf geachtet, da� der

den Methoden zugrundeliegende Kalk�ul theoretisch vollst�andig ist, sondern es wird viel-

mehr versucht, konkretes Wissen zur Probleml�osung in mathematischen Teildisziplinen zu

erfassen.

Um nun die Vorteile all dieser Konzepte zu vereinen, werden heute in Systemen wie


-mkrp [HKK+95] oder ILF [DGH+94] verschiedene Beweiser als autonome Komponenten

in einer Umgebung integriert. Damit wird versucht, einen sogenannten computergest�utzten

intelligenten mathematischen Assistenten zu scha�en, der einem Mathematiker gr�o�tm�ogli-

che Unterst�utzung bei seiner t�aglichen Arbeit, besonders dem Beweisen gibt. Diese Systeme

erm�oglichen es, nicht nur Beweise zu erstellen und zu �uberpr�ufen, sondern auch diese mit

Erkl�arungen zu versehen und auf verschiedene Arten ausgeben zu lassen.

1.2 Computeralgebrasysteme

War die urspr�ungliche Aufgabe von Computern die Durchf�uhrung gro�er numerischer Be-

rechnungen, �anderte sich ihr Einsatzbereich durch die Entwicklung h�oherer Programmier-

sprachen. Mit diesen war es m�oglich auch symbolische Ausdr�ucke zu manipulieren, wodurch

Algorithmen zum algebraischen Rechnen entwickelt werden konnten. Aus Sammlungen sol-

cher Algorithmen und Datenstrukturen entstanden die ersten Computeralgebrasysteme.

Auch hier entwickelte sich eine gro�e Anzahl verschiedener Systeme, von sehr allgemein

gehaltenen und in vielen mathematischen Bereichen einsetzbaren [Hea87, Wol91, CGG+92]

bis hin zu sehr spezialisierten, die sich auf mathematische Teilgebiete, wie Di�erentialglei-
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chungen, Zahlen- oder Gruppentheorie, beschr�anken [Boc89, BC94, Gro94]. Moderne Com-

puteralgebrasysteme, wie z.B. Maple [CGG+92] oder Mathematica [Wol91], stellen nicht

nur algebraische Algorithmen zur Verf�ugung, sondern dar�uber hinaus auch graphische Be-

nutzerober
�achen zu deren Bedienung, eine Programmiersprache zur Erweiterung des Sy-

stems und verschiedene M�oglichkeiten zur Ausgabe von Graphiken, formatierten Formeln

etc. Bei der Entwicklung dieser Systeme wird besonders auf e�ziente Verwaltung der ma-

thematischen Objekte und Rechengeschwindigkeit der Algorithmen Wert gelegt. Dagegen

werden unterschiedliche Eigenschaften dieser Objekte nicht ber�ucksichtigt.

Um dem Abhilfe zu scha�en, wurden in manchen Systemen [Dav92, Fuc96] elaborierte

Typsysteme eingef�uhrt, mit denen es m�oglich ist, mathematischen Objekten eine Axioma-

tisierung zugrunde zu legen. In MuPAD [Fuc96] kann zum Beispiel spezi�ziert werden, ob

Polynome einem kommutativen Polynomring angeh�oren oder nicht. Dies hat Auswirkungen

auf das Verhalten der auf diesen Objekten ausgef�uhrten Algorithmen. So ergeben sich f�ur

die Berechnung der ersten binomischen Formel

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

mit Kommutativit�atsaxiom und ohne dieses Axiom

(x+ y)2 = x2 + xy + yx+ y2:

Damit ist es zwar m�oglich, das Rechenverhalten mathematischer Objekte zu spezi�-

zieren, aber eine explizite Repr�asentation von Theoremen und vor allem deren Beweisen

kann damit nicht erreicht werden. Ein weiterer Nachteil all dieser Systeme ist es, da� sie

zu erfolgten Berechnungen keine Erkl�arungen liefern, was es dem Benutzer erschwert, diese

nachzuvollziehen oder die Korrektheit der Ergebnisse zu �uberpr�ufen.

1.3 Synthese der Systeme

Heutige Deduktions- und Computeralgebrasysteme sind geeignet, einem Mathematiker,

wenigstens teilweise, die allt�agliche Arbeit zu erleichtern. Allerdings ist diese Arbeit meist

nicht so einfach voneinander zu trennen, wie es in beiden Systemarten getan wird. Oft

ist es notwendig, innerhalb von Beweisen Berechnungen anzustellen oder bei symbolischen

Rechnungen gewisse Vor- und Nebenbedingungen zu pr�ufen. Zwar k�onnen teilweise aus-

schlie�lich durch den Einsatz von Computeralgebrasystemen Beweise gef�uhrt werden, wie

zum Beispiel bei geometrischen Theoremen [Wan91, Ueb94], oder umgekehrt mit Dedukti-

onssystemen allein Rechnungen ausgef�uhrt werden [New92]. Ersteres ist nicht in jedem Fall

m�oglich und letzteres nur selten in vertretbarer Zeit berechenbar. Aus diesem Grund wird

neuerdings nach Wegen gesucht, die beiden Systemans�atze zu kombinieren, was zu einer

"
Erweiterung des ,Intelligenzniveaus` entsprechender Programme\ [Buc96] f�uhren kann.
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1.4 Aufbau dieser Arbeit

In dieser Arbeit wird ein Versuch einer Kombination von einem Deduktions- und einem

Computeralgebrasystem vorgestellt, wobei letzterem mehr als nur die klassische Rolle des

Lieferanten von Ergebnissen zufallen soll. Statt dessen werden aus L�aufen von Computeral-

gebraalgorithmen zus�atzlich Informationen gewonnen, die eine Erkl�arung der erfolgten Be-

rechnung und eine korrekte Einbindung dieser in den Kalk�ulbeweis des Deduktionssystems

erm�oglichen. Dieser Ansatz wird in Kapitel 2 motiviert und mit der bisherigen Literatur

zu diesem Thema verglichen. Daraus werden anschlie�end die konkreten Fragestellungen

dieser Diplomarbeit entwickelt.

Zur Kommunikation benutzen die beiden Systeme sogenannte Taktiken, die auf Gent-

zens Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens [Gen35] aufgebaut sind. Dieser wiederum formali-

siert Beweisprozeduren f�ur eine Logik h�oherer Stufe (Kapitel 3).

Zur �Uberpr�ufung der Brauchbarkeit des Ansatzes wird mit sapper (Kapitel 4) ein

System entwickelt, in dem die Protokollinformationen der Computeralgebrakomponente

� CAS in die Beweise der Deduktionskomponente 
-mkrp eingebunden werden k�onnen.

Um entsprechende Informationen aus Berechnungen einzelner Computeralgebraalgo-

rithmen gewinnen zu k�onnen, m�ussen diese um einen zus�atzlichen Ausgabemodus erwei-

tert werden. Wie diese Erweiterung aussehen kann und welche Algorithmenschemata dazu

geeignet sind, wird in Kapitel 5 anhand mehrerer Algorithmen zur Polynommultiplikation

untersucht.

In Kapitel 6 wird abschlie�end die Arbeitsweise der kombinierten Systeme demonstriert.

Hierf�ur wird ein Optimierungsproblem aus der �Okonomie in 
-mkrp spezi�ziert und mittels

sapper gel�ost.



Kapitel 2

Motivation

In diesem Kapitel wird der Ansatz der vorliegenden Arbeit n�aher erl�autert, indem zun�achst

anhand einiger einfacher Beispiele gezeigt wird, wie und warum Systeme zum numeri-

schen und algebraischen Rechnen im Gebiet des automatischen Beweisens eingesetzt wer-

den m�ussen, falls man schwierige Beweise f�uhren will, die diese Rechnungen beinhalten.

Danach wird ein kurzer �Uberblick �uber die bisherige Forschung und Literatur zu diesem

Thema gegeben, und schlie�lich, nachdem vorausschickend einige wichtige Begri�e kurz

erl�autert worden sind, werden die genauen Fragestellungen f�ur die folgenden Kapitel erar-

beitet.

2.1 Motivierende Beispiele

Mathematische Beweise bestehen im allgemeinen aus drei verschiedenen Komponenten:

numerisches Rechnen, algebraisches Rechnen und logisches Schlie�en. Die beiden ersten

k�onnen im Prinzip vollst�andig durch die letztgenannte Komponente ersetzt werden, wo-

durch Beweise entstehen, die, formuliert in einem geeigneten Kalk�ul, maschinell �uberpr�ufbar

sind. Allerdings ist das logische Schlie�en zur Simulation beider Arten des Rechnens extrem

aufwendig und unhandlich. Im folgenden wollen wir diesen Aspekt anhand einiger Beispiele

f�ur numerisches und algebraisches Rechnen darlegen.

Wir betrachten als erstes eine triviale Additionsaufgabe, die jeder Sch�uler im ersten

Schuljahr l�osen lernt, n�amlich die Berechnung von 3 + 2 = 5. Diese erfolgt in Pr�adika-

tenlogik erster Stufe (siehe hierzu z.B. [CL73, Fit90]), wobei wir zur Repr�asentation der

nat�urlichen Zahlen als einzige Konstante 0 benutzen und alle Zahlen ungleich 0 mit Hil-

fe der Nachfolgerfunktion s : IN ! IN : s(n) = n + 1 erzeugen. Damit entspricht unsere

Aufgabe in dieser Darstellung der Gleichung (s(s(s(0))) + s(s(0))) = s(s(s(s(s(0))))). F�ur

den vollst�andigen Beweis im Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens { vorgestellt in Kapitel 3.2
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{ ben�otigen wir weiterhin zwei Axiome, die die Addition de�nieren. Abbildung 2.1 enth�alt

den in 
-mkrp (vergleiche Kapitel 4.1) gef�uhrten Beweis, wobei die mit A0 und A1 bezeich-

neten Zeilen die angesprochenen Axiome zum Inhalt haben.

A0. A0 `8N (0 +N) = N (Hyp)

L10. A0 ` (0 + s(s(0))) = s(s(0)) (8E A0)

A1. A1 `8N 8M (s(N) +M) = s((N +M)) (Hyp)

L7. A1 `8M (s(0) +M) = s((0 +M)) (8E A1)

L8. A1 ` (s(0) + s(s(0))) = s((0 + s(s(0)))) (8E L7)

L4. A1 `8M (s(s(0)) +M) = s((s(0) +M)) (8E A1)

L5. A1 ` (s(s(0)) + s(s(0))) = s((s(0) + s(s(0)))) (8E L4)

L1. A1 `8M (s(s(s(0))) +M) = s((s(s(0)) +M)) (8E A1)

L2. A1 ` (s(s(s(0))) + s(s(0))) = s((s(s(0)) + s(s(0)))) (8E L1)

L12. ` s(s(s(s(s(0))))) = s(s(s(s(s(0))))) (=I)

L9. A0 ` s(s(s((0 + s(s(0)))))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst L10,L12)

L6. A0, A1 ` s(s((s(0) + s(s(0))))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst L8,L9)

L3. A1, A0 ` s((s(s(0)) + s(s(0)))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst L5,L6)

THM. A0, A1 ` (s(s(s(0))) + s(s(0))) = s(s(s(s(s(0))))) (=Subst L2,L3)

Abbildung 2.1: Beweis f�ur 3 + 2 = 5 im Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens

Wie man in Abbildung 2.1 sieht, ist ein Beweis f�ur eine simple Aussage wie 3 + 2 = 5

bereits relativ lang und un�ubersichtlich. Streng logische Beweise derartig trivialer Behaup-

tungen sind zwar wichtig, um die absolute Korrektheit eines Beweises zu gew�ahrleisten,

f�uhren aber zu sehr zeitaufwendigen Berechnungen und umfangreichen Passagen in einem

Beweis. So wird man beim interaktiven F�uhren eines Beweises zu einem Theorem nicht mit

jedem Detail einer Addition von nat�urlichen Zahlen konfrontiert werden wollen, sondern

im Gegenteil { um in vertretbarer Zeit einen Beweis zu �nden { m�oglichst numerische Be-

rechnungen an geeignete Systeme auslagern, die diese e�zient durchf�uhren k�onnen. Dies

verk�urzte den ganzen Beweis und erh�ohte damit dessen Lesbarkeit. Obendrein w�are sicher

mancher Benutzer bereit, die Korrektheit der Berechnung auf dieser Ebene zu glauben.

Glaubte er sie jedoch nicht, k�onnte dann der eigentliche Logikbeweis f�ur diese ohne Inter-

aktion des Benutzers erstellt und auf Korrektheit gepr�uft werden.

Nun beschr�ankt sich Rechnen in der Mathematik aber nicht nur auf numerische Daten,

sondern beinhaltet auch die Manipulation symbolischer Formeln. Auch solches algebraisches

Rechnen kann in einem Beweis auf Kalk�ulebene durch schrittweises logisches Schlie�en

ausgedr�uckt werden.

Wir betrachten hierzu den ND-Beweis f�ur die erste binomische Formel

(x+ y) � (x+ y) = x2 + 2xy + y2 (2.1)

in Churchschem �-Kalk�ul [Chu40] (vergleiche Kapitel 3.1). In Abbildung 2.2 ist die stark

verk�urzte Version des eigentlichen ND-Beweises, gef�uhrt in 
-mkrp dargestellt: Dabei sind
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Addition, Multiplikation und Polynommultiplikation jeweils Funktionen in zwei Variablen,

und als Axiome ben�otigen wir die Assoziativit�at der Addition (A+), Distributivit�at von

rechts und von links (DR, DL), sowie zur Multiplikation von Polynomen in zwei Variablen

(P*) und zur Addition und Multiplikation von Monomen in je zwei Variablen (M+, M*).

A+. A+ `8A 8B 8C ((A+B) +C) = (A+ (B + C)) (Hyp)

DR. DR `8A 8B 8C ((A+B) � C) = ((A � C) + (B � C)) (Hyp)

DL. DL `8A 8B 8C (A � (B + C)) = ((A �B) + (A � C)) (Hyp)

P*. P* `8P 8Q (P 
Q) = �U �V (P:UV ) �Q:UV )) (Hyp)

M+. M+ `8U 8V 8M 8N 8A 8B

((A � (UM � V N)) + (B � (UM � V N ))) =

((A+B) � (UM � V N ))

(Hyp)

M*. M* `8U 8V 8K 8L 8M 8N 8A 8B

((A � (UK � V L)) � (B � (UM � V N ))) =

((A � B) � (U (K+M) � V (L+N)))

(Hyp)

L73. `�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2)) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=I)

L72. `�U �V (U2 + ((2 � (U1 � V 1)) + V 2)) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(AB L73)

L64. M+ `�U �V (U2 + (((U1 � V 1) + (U1 � V 1)) + V 2)) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L71,L72)

L60. M+, A+ `�U �V (U2 + ((U1 � V 1) + ((U1 � V 1) + V 2))) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L63,L64)

L50. A+, M+, M* `�U �V (U2+((U1 �V 1)+ ((U1 �V 1)+ (V 1 �V 1)))) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L59,L60)

L36. A+, M+, M*, DL`�U �V (U2 + ((U1 � V 1) + (V 1 � (U1 + V 1)))) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L49,L50)

L22. A+, M+, M*, DL`�U �V ((U2 + (U1 � V 1)) + (V 1 � (U1 + V 1))) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L35,L36)

L12. DL, M*, M+, A+`�U �V (((U1 �U1)+ (U1 �V 1))+ (V 1 � (U1+V 1))) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L21,L22)

L8. A+, M+, M*, DL`�U �V ((U1 � (U1 + V 1)) + (V 1 � (U1 + V 1))) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L11,L12)

L4. DL, M*, M+,

A+, DR

`�U �V ((U1 + V 1) � (U1 + V 1)) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L7,L8)

THM. DR, A+, M+,

M*, DL, P*

` (�X �Y (X1 + Y 1)
 �X �Y (X1 + Y 1)) =

�X �Y (X2 + ((2 � (X1 � Y 1)) + Y 2))

(=Subst L3,L4)

Abbildung 2.2: Der verk�urzte ND-Beweis f�ur Gleichung (2.1)

Die ausf�uhrliche Version umfa�t, wie an der Zeilennumerierung in Abbildung 2.2 schon

zu erkennen ist, 73 Zeilen { zuz�uglich der sechs Hypothesen und des eigentlichen Theo-

rems { von denen allerdings die meisten Allquantorinstantiierungen der Hypothesen sind.

Andere als die angef�uhrten Zeilen tragen nur wenig Interessantes zum Beweis bei. F�ur

die 73 Schritte werden numerische Vereinfachungen wie in Abbildung 2.1 bereits als ele-
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mentar angesehen. Expandierte man diese zus�atzlich, erhielte man weitere, ebenfalls wenig

interessante Zeilen.

Man k�onnte sich nun vorstellen, diesen Beweis interaktiv zu erstellen, also einen Benut-

zer alle 73 Beweisschritte erzeugen zu lassen. Ein System jedoch, das anwenderfreundlich

und damit auch verwendbar sein soll, sollte triviale Passagen eines Beweises zumindest

halbautomatisch f�ullen k�onnen. �Uberlegt man sich die Vorgehensweise eines automatischen

Beweisers, der versucht, den Beweis des Theorems THM durch R�uckw�artsschlie�en zu er-

reichen, erkennt man, da� bei naheliegendem Verfahren { Anwenden der Hypothesen an

allen geeigneten Stellen der zu beweisenden Zeile { gro�e Suchr�aume erzeugt werden.

Betrachten wir konkret die erste Anwendung des Assoziativgesetzes der Addition im

Beweis aus Abbildung 2.2 unter den Annahmen,

- da� der Beweiser bereits wei�, da� das Assoziativgesetz anzuwenden ist,

- und auch, da� dies auf der linken Seite der Gleichheit in Zeile L60 zu tun ist,

dann existieren immer noch zwei M�oglichkeiten bez�uglich der Anwendung des Gesetzes auf

die Formel in Zeile L60 (Um die Anschaulichkeit zu erh�ohen, sind Multiplikationen eckig

geklammert.):

�U �V (U2 + ([U1 � V 1] + ([U1 � V 1] + V 2))) = �X �Y (X2 + ([2 � [X1 � Y 1]] + Y 2))

l�a�t sich entweder umformen zu:

�U �V (U2 + (([U1 � V 1] + [U1 � V 1]) + V 2)) = � � �,

also Assoziativit�at, angewandt auf die drei letzten Summanden, was der Formel in Zeile

L64 des Beweises entspricht, oder zu

�U �V ((U2 + [U1 � V 1]) + ([U1 � V 1] + V 2)) = � � �,

wobei hier die Assoziativit�at auf die ersten drei Summanden angewandt wurde. Beide

M�oglichkeiten k�onnen zwar durchaus zu einem Beweis f�uhren, haben aber in jedem Fall eine

Vergr�o�erung des Suchraumes zur Folge. F�allt dies bei angef�uhrtem Beispiel noch nicht sehr

ins Gewicht, erh�ohen sich die m�oglichen Speicher- und Zeitkosten des Beweisens bei mehr

als zwei m�oglichen Anwendungen des Assoziativgesetzes in einer Zeile doch betr�achtlich. So

gibt es bei analoger Vorgehensweise f�ur den Beweis der binomischen Formel in n�achsth�ohe-

rer Potenz an vergleichbarer Stelle bereits drei verschiedene Anwendungsm�oglichkeiten des

Assoziativgesetzes der Addition. Man betrachte hierf�ur die Formel:
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�U �V (U3 + ([3 � [U2 � V 1]] + ([U1 � V 2] + ([2 � [U1 � V 2]] + V 3)))) =

�X �Y (X3 + ([3 � [X2 � Y 1]] + ([3 � [X1 � Y 2]] + Y 3)))

Sieht man jetzt die Beweisschritte aus Abbildung 2.2 nicht separat, sondern jeden

Schritt, wie jenen von Zeile L60 zu L64, vor dem Hintergrund des vollst�andigen Bewei-

ses, erkennt man, da� dem Ganzen ein simpler algebraischer Algorithmus zugrunde liegt.

Diesem Schema m�u�te, um e�zient zu sein, auch der Beweiser folgen.

2.2 Verwandte Arbeiten

Der wahrscheinlich erste Versuch einer Verkn�upfung von automatischem Beweisen und

symbolischem Rechnen war jener von Suppes und Takahashi [ST89], die einen inter-

aktiven Beweiser schufen, indem sie den Resolutionsbeweiser Verify mit dem Reduce Sy-

stem [Hea87] verbanden. Das System erm�oglichte den Einsatz von Reduce zum Beweisen

von Stetigkeitseigenschaften, war aber sehr limitiert und wies einige essentielle Fehler auf

(so konnte mathematisch Unsinniges wie 1
0 =

1
0 bewiesen werden).

Ein etwas anders gelagertes Projekt wurde von Clarke und Zhao an der Carnegie Mel-

lon University durchgef�uhrt. Sie integrierten in die Umgebung von Mathematica [Wol91]

Analytica einen in der Sprache von Mathematica geschriebenen Beweiser f�ur elementa-

re Analysis [CZ92c]. Analytica ist ein klassischer automatischer Beweiser ohne Benutzer-

interaktion, der mit einem Sequenzen-Kalk�ul arbeitet. Er kann beim Beweisen das Wissen

ausnutzen, das explizit von Mathematicas Algorithmen zur Verf�ugung gestellt wird. Mit

den in Analytica erstellten Beweisen kann zus�atzlich die Korrektheit gewisser Schritte des

Algebrasystems garantiert werden, was Fehler wie die Division mit Ausdr�ucken, die 0 sein

k�onnten, vermeidet. Dabei erweitert Analytica durch Regeln Mathematicas M�oglichkeiten

der Behandlung von Ungleichungen und Summen. Das System kann einige bemerkenswerte,

nicht triviale S�atze beweisen, so unter anderem Weierstra�' Beispiel f�ur die Existenz einer

stetigen, nirgends di�erenzierbaren Funktion [CZ92a, CZ92b, CZ94].

In [HT93a] beschreiben Harrison und Th�ery ein Interface zwischen HOL [GM93],

einem Beweiser f�ur Logik h�oherer Stufe, und einem Computeralgebrasystem (CAS), mit

dessen Hilfe in HOL S�atze f�ur reelle Zahlen bewiesen werden k�onnen. Hierbei wird das

CAS ausschlie�lich als Hilfe, eine Art Orakel, zum F�uhren des eigentlichen Beweises in

HOL genutzt. Das bedeutet, das CAS `sucht' einen m�oglichen Beweis, indem es bestimmte

Berechnungen ausf�uhrt und somit den Beweiser Ziele vorgibt. Der eigentliche Beweis wird

dann ausschlie�lich von HOL erstellt, das hei�t HOL versucht, das durch das CAS vor-

gegebene Ziel mit den ihm bekannten Methoden zu erreichen und den erhaltenen Beweis

zu �uberpr�ufen. Als konkretes Beispiel wird in [HT93b] das Zusammenarbeiten von HOL
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mit dem Computeralgebrasystem Maple [CGG+92] beschrieben. Hierbei wird sich eines

kleinen Tricks bedient, um Termersetzungen von Maple innerhalb von HOL benutzen zu

k�onnen. Um nicht die Konventionen von HOL zu verletzen, da� jedes Theorem aus Axio-

men abgeleitet werden mu�, wird in HOL eine KonstanteMaple eingef�uhrt, die �aquivalent

zum logischen Falsch ist. Damit wird es m�oglich aus dieser Konstanten beliebige Formeln

herzuleiten, also auch Termersetzungen von Maple selbst. Jedes Theorem, in dessen Beweis

ein Ergebnis von Maple benutzt wird, erh�alt die Konstante Maple als Annahme und gilt

somit als korrekt bewiesen unter der Voraussetzung, da� das Resultat von Maple korrekt

ist.

Eines der j�ungsten Projekte ist das von Ballarin, Homann und Calmet [BHC95],

die den Beweiser Isabelle [Pau94] mit Maple [CGG+92] so verbunden haben, da� Term-

vereinfachungen in Isabellebeweisen mit Maple durchgef�uhrt werden konnten, ohne da� an

letzterem Ver�anderungen vorgenommen werden mu�ten. Dabei wird der Termersetzungs-

mechanismus in Isabelle um Regeln erweitert, so da� Vereinfachungen mit Hilfe ausgew�ahl-

ter Maple-Operationen m�oglich sind. Zus�atzlich werden Spezi�kationen angegeben, mit

denen Maple-Syntax und Isabelle-Syntax ineinander �ubergef�uhrt werden k�onnen.

Weiterhin seien noch kurz erw�ahnt, Ueberberg [Ueb94], der interaktives Beweisen

und Computeralgebra f�ur Anwendungen in der Geometrie endlicher R�aume verbindet, und

B�undgen [B�un94], der Termersetzungssysteme und Computeralgebrasysteme kombiniert.

Neben Untersuchungen, je zwei Systeme miteinander zu verbinden, gibt es auch Ans�atze

f�ur Umgebungen, in denen mehrere verschiedene Computeralgebrasysteme oder Theorem-

beweiser gleichzeitig benutzt werden k�onnen. Die Motivation hierf�ur ist es, einen allgemei-

nen Rahmen zu scha�en, um bestehende Systeme ohne oder nur mit geringen Ver�anderun-

gen zu integrieren. Dies soll es dem Benutzer erm�oglichen, verschiedene Systeme �uber eine

einzige Schnittstelle zu bedienen.

So wird derzeit im OpenMath Projekt [AvLS95] versucht, einen allgemeinen Standard

f�ur die Eingabesyntax von CAS zu scha�en. Dies soll es nicht nur Benutzern erm�oglichen,

problemlos zwischen Systemen zu wechseln, sondern auch den Datenaustausch zwischen

den Systemen untereinander und mit externen Schnittstellen zu vereinfachen. Eine solche

systemunabh�angige Benutzerschnittstelle ist CAS/� [Kaj92]. Mit ihr ist es einem erfahrenen

Benutzer m�oglich, verschiedene CAS zu verbinden und �uber eine einheitliche graphische

Ober
�ache anzusprechen.

Ans�atze f�ur die Architektur eines Systems, an das problemlos beliebige Theorembewei-

ser angeschlossen werden k�onnen, werden von Giunchiglia, Pecchiari und Talcott

in [GPT94] skizziert. Daf�ur stellt diese Umgebung sowohl ein logisches Kalk�ul als auch

Komponenten zur Kontrolle und zur Interaktion der einzelnen Beweiser zur Verf�ugung.

Allgemeine M�oglichkeiten der Integration von Computeralgebrasystemen und automa-
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tischen Beweisern werden von Homann undCalmet in [HC94] beschrieben. Diese Ans�atze

sind in [HC95] weiterentwickelt zu einer sogenannten o�enen mechanisierten mathemati-

schen Umgebung , in der es m�oglich sein soll, verschiedenartige Beweissysteme und CAS zu

verbinden und mit einer gemeinsamen Ober
�ache auszustatten.

In all den Projekten, in denen jeweils ein CAS und ein Beweiser kombiniert werden,

werden mit den Computeralgebrasystemen Termersetzungen oder -vereinfachungen durch-

gef�uhrt, von denen entweder die Korrektheit angenommen wird oder die von den Beweisern

nachvollzogen werden. F�ur die Ausbeutung dieses Wissens eignen sich nat�urlich durchaus

bereits bestehende Systeme, da an diesen keine oder nur wenig Modi�kationen durchgef�uhrt

werden m�ussen.

2.3 CAS in Beweisplanung

Der Ansatz in dieser Arbeit unterscheidet sich von den obengenannten dahingehend, da�

das Wissen der Computeralgebrasysteme nicht nur in Form reiner Ergebnisse verwendet

werden soll. Statt dessen soll das implizit in den Algorithmen des Systems vorhandene

Wissen genutzt werden. Bisherige Computeralgebrasysteme liefern im allgemeinen auf ein

gegebenes Problem zwar eventuell eine L�osung, geben dem Benutzer aber keine oder nur

sehr wenig Information dar�uber, wie diese L�osung errechnet wurde oder welche Schritte im

einzelnen ausgef�uhrt wurden. Dies f�uhrt zwar einerseits zu e�zienteren Algorithmen, macht

es aber auf der anderen Seite schwierig, die Handlungen des Systems nachzuvollziehen oder

auch die Korrektheit der Berechnung zu �uberpr�ufen.

�Uberlegen wir uns den Ansatz eines computergest�utzten mathematischen Assistenzsy-

stems, eines Systems, das m�oglichst alle Aspekte mathematischen Arbeitens integriert. In

ihm sollte man nicht nur Berechnungen durchf�uhren und Beweise erstellen, die auf unter-

ster Ebene veri�zierbar sind, sondern auch diese so transformieren k�onnen, da� Ausgaben

in einer Form, wie sie in mathematischen Lehrb�uchern usus ist, m�oglich sind. Dabei soll-

ten verschiedene Komponenten Hand in Hand arbeiten und auch Computeralgebrasysteme

einen Beitrag leisten, der �uber das blo�e Durchf�uhren algebraischer Rechnungen, ihrem

klassischen Einsatzbereich, hinausgeht.

Um nun von einem Computeralgebraalgorithmus Informationen zu erhalten, die so weit

verwertbar sind, da� einerseits aus ihnen ein Beweis auf Kalk�ulebene ermittelt werden

kann und andererseits eing�angige Beweiserkl�arungen gewonnen werden k�onnen, mu� die-

ser weitaus mehr Informationen �uber sein Vorgehen preisgeben. Aus diesen Anforderungen

ergeben sich zwangsl�au�g einige Fragen bez�uglich der erforderlichen Eigenschaften solcher

Algorithmen und des Systems, welches sie integriert. Bevor wir nun zu den Problemstel-

lungen kommen, von denen einige im Verlauf dieser Arbeit n�aher erl�autert und untersucht
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werden sollen, wollen wir an dieser Stelle kurz den Begri� der Taktik und das Konzept von

Beweispl�anen, insbesondere hierarchischer Beweispl�ane vorstellen und dabei gleichzeitig

erl�autern, welche Bedeutung diesen Begri�en im Rahmen eines mathematischen Assistenz-

systems wie 
-mkrp zukommt.

Taktiken

Wie wir bereits an den einfachen ND-Beweisen obiger Beispiele gesehen haben, sind Bewei-

se auf Kalk�ulebene sehr umfangreich und daher interaktiv nur sehr umst�andlich zu f�uhren.

Aus diesem Grunde ging man (zuerst im LCF-System [GMW79]) dazu �uber, aufeinan-

derfolgende Anwendungen von Kalk�ulregeln zu gr�o�eren Einheiten, sogenannten Taktiken,

zusammenzufassen.

Taktiken beschreiben gewisse Regeln, wie die Ausf�uhrung des Assoziativgesetzes, die

als Oberbegri� f�ur mehrere einzelne Kalk�ulschritte stehen, aber auch die Anwendungen

komplexerer mathematischer Techniken, wie z.B. Induktion oder Diagonalisierung. Damit

ist eine Taktik eine Prozedur, die, angewandt auf eine oder mehrere Zeilen in einem ND-

Beweis, eine Sequenz von Inferenzregeln erzeugt und dem Beweis hinzuf�ugt.

Die Zusammenfassung mehrerer Taktiken zu einer Einheit oder die Kombination von

Taktiken nach bestimmten Bedingungen erreicht man mit sogenannten Taktikalen. (Ver-

gleiche hierzu das Begri�spaar Funktion und Funktional in der Mathematik!) Taktikale

sind also Operationen zur Verkn�upfung von Taktiken; so ist z.B. ein Taktikal denkbar, das

entscheidet, ob in einer gegebenen Situation die Taktik A oder die Taktik B angewandt

wird (F�ur eine ausf�uhrlichere und formalere Erl�auterung der Begri�e Taktik und Taktikal

siehe Kapitel 3.3.2).

Beweispl�ane

Eine weitere Komponente innerhalb eines mathematischen Assistenzsystems ist ein rech-

nergest�utztes Verfahren zur Beweisplanung . Der Unterschied zur Beweissuche, der tradi-

tionellen Vorgehensweise automatischer Beweiser, ist, da� nicht mehr alle m�oglichen In-

ferenzschritte aufgez�ahlt werden, um eine Sequenz von Schritten zu �nden, die den Satz

beweisen. Statt dessen wird auf einer weitaus abstrakteren Ebene mit Hilfe sogenannter

Methoden geplant , was eine starke Verkleinerung des Suchraumes zur Folge hat. (Zum

Konzept der Beweisplanung siehe auch [Her89] und allgemein zu Planverfahren im Bereich

der k�unstlichen Intelligenz [Ver92]).

Methoden sind prozedurale Taktiken, versehen mit einer Spezi�kation [Bun88], oder las-

sen sich in einen prozeduralen und einen deklarativen Gehalt aufteilen. Derartige 
exible

Methoden, vorgestellt in [HKRS94b, HKRS94a], werden in 
-mkrp benutzt und sind durch
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die deklarative Sprache DECLAME in [Seh95] formalisiert. Der eigentliche Beweisplan be-

steht dann aus einer Sequenz dieser Methoden. In 
-mkrp ist dieses Konzept dahingehend

erweitert, da� der Plan selbst nicht nur aus Methoden bestehen kann, die in dieser Form

auch zum Planen benutzt werden k�onnen, sondern allgemein aus Operationen, die als Ober-

begri�e f�ur mehrere einzelne Beweisschritte stehen, wie zum Beispiel die im vorhergehenden

Abschnitt erl�auterten (unspezi�zierten) Taktiken.

Hierarchische Beweispl�ane

Neben der Erstellung selbst ist ein weiteres Problem beim Planen die sinnvolle und kom-

primierte Plandarstellung durch Zusammenfassung mehrerer Einheiten zu abstrakteren

Operatoren. Dies ist vor allem im Bereich des automatischen Beweisens wichtig, da ein

vollst�andiger Beweis auf Kalk�ulebene zwar wichtig ist, um dessen Korrektheit veri�zieren

zu k�onnen, aber f�ur die Beweispr�asentation, also der endg�ultigen Ausgabe, die der Benutzer

von seinem System erhalten m�ochte, zu lang und unansehnlich ist. Hierf�ur sind Beweisteile

zu sinnvollen Einheiten zusammenzufassen.

In 
-mkrp dient das Konzept der Beweispl�ane den unterschiedlichen Anspr�uchen an

ein mathematisches Assistenzsystem. Daf�ur sind diese Pl�ane hierarchisch repr�asentiert.

W�ahrend auf unterster Ebene ein Kalk�ulbeweis existiert, der vollst�andig auf seine Kor-

rektheit gepr�uft werden kann, dienen die anderen Ebenen der vereinfachten und weniger

detailierten Beweisdarstellung und -erkl�arung. Dies bedeutet, da� die einzelnen Beweis-

schritte von Ebene zu Ebene gr�o�er werden bzw. Oberbegri�e f�ur immer mehr einzelne

Inferenzschritte sind. Schlie�lich soll der Beweis einen Grad der Abstraktion erreichen, der

dem einer Darstellung in einem Lehrbuch nahekommt. Eine solche Hierarchieebene ist in


-mkrp die Faktenebene [Hua94c], die genutzt wird, um mittels des integrierten PRO-

VERB-Systems [Hua94b] Beweise des ND-Kalk�uls �uber eine Makroplanebene [Hua94a] {

die Faktenebene { schlie�lich in nat�urliche Sprache zu �ubersetzen [Fie96].

2.4 Fragestellungen dieser Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die interaktive Beweisentwicklungsumgebung 
-mkrp mit einer

Computeralgebrakomponente so zu verkn�upfen, da� wir letzteres auf zwei unterschiedliche

Arten nutzen k�onnen. Zun�achst wollen wir w�ahrend der Suche nach einem Beweis symbo-

lische Rechnungen mittels des CAS l�osen und der Korrektheit des Systems vertrauen. Um

aber nun die Berechnung auch pr�ufen zu k�onnen, soll es m�oglich sein, einen entsprechenden

ND-Beweis unter Zuhilfenahme des CAS zu erstellen. Hierf�ur wollen wir das CAS als eine

Art externen Beweisplaner einsetzen, der entsprechend zu den von ihm durchgef�uhrten Be-
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rechnungen einen Beweisplan liefert, welcher bei Bedarf in einen vollst�andigen ND-Beweis

expandiert werden kann. Unser Ziel ist es also, das implizit in den Computeralgebraalgo-

rithmen vorhandene Wissen nutzbar zu machen, um daraus direkt Beweise zu gewinnen.

Zu diesem Zweck soll unser CAS mit zwei unterschiedlichen Modi ausgestattet sein.

Ein Modus, in dem ausschlie�lich das Ergebnis einer jeweiligen Berechnung zur�uckgegeben

wird, und ein weiterer, um zus�atzlich zum Ergebnis noch Informationen zu erhalten, wie

diese Berechnung erfolgte. F�ur die letztere Ausgabeart m�ussen die benutzten Algorithmen

nat�urlich entsprechend erweitert und ver�andert werden, was zur Folge hat, da� wir Algorith-

men aus bereits existierenden Systemen wie Maple [CGG+92], Mathematica [Wol91] oder

Reduce [Hea87] nicht direkt verwenden k�onnen. Dies f�uhrt zu einer der Problemstellungen

dieser Diplomarbeit, n�amlich inwieweit wir die Algorithmen des Computeralgebrasystems

ver�andern m�ussen bzw. welche Algorithmen wir �uberhaupt nutzbar machen k�onnen.

Diese Frage mu� nun von zwei verschiedenen Standpunkten aus betrachtet werden: zum

einen im Hinblick darauf, welche Ausgabe genau von einem Algorithmus erwartet wird

bzw. wie sie genutzt werden soll, und zum anderen vor dem Hintergrund der Konzeption

und Architektur des ganzen Systems, das 
-mkrp und eine Computeralgebrakomponente

verbinden soll.

Da 
-mkrp zur Repr�asentation eines Beweises eine hierarchische Struktur benutzt, sollte

die Ausgabe des CAS und der davon erstellte Beweisplan ebenfalls in diesen Rahmen ein-

gepa�t werden k�onnen. Hierf�ur wollen wir uns eines Taktikmechanismus bedienen. Denn

w�ahrend beim klassischen Planen mathematischer Beweise { auch mit Kontrollwissen {

gro�e Suchr�aume erschlossen werden m�ussen, kann beim Beweisplanen mit einem CAS

davon ausgegangen werden, da� bereits, implizit im jeweiligen Algorithmus, bekannt ist,

was gemacht wird. Damit mu� der Plan nicht mehr gesucht, sondern nur noch erstellt

werden, wodurch eine Anwendung simpler prozeduraler Taktiken m�oglich wird. Um sp�ater

besser pr�asentiert werden zu k�onnen, soll der gewonnene Plan bereits durch geeignete Wahl

von Taktiken eine hierarchische Struktur erhalten, in der auch die M�oglichkeit einer Be-

weistransformation auf Faktenebene enthalten sein soll.

Bez�uglich der Architektur des zu erstellenden Systems ergibt sich zun�achst das Problem,

in welchem Umfang Logik- und Computeralgebrakomponente zusammenarbeiten sollen.

Dies wiederum f�uhrt auf zwei weitere konkrete Fragen: Erstens, wie die Schnittstelle zwi-

schen logischer und computeralgebraischer Einheit auszusehen hat, und zweitens, welche

Ressourcen beide Einheiten gemeinsam nutzen m�ussen und wie sie dies tun. Auch hierf�ur

ist es wichtig, genau zu spezi�zieren, wie wir Algorithmen zum symbolischen Rechnen in


-mkrp integrieren wollen.

In unserem System sollen die einzelnen Algorithmen des CAS so frei wie m�oglich von

logischen Ausgaben gehalten werden und damit unabh�angig vom benutzten Logiksystem.
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Das bedeutet, da� die gelieferten Informationen auf ein Minimum reduziert und die be-

nutzten Algorithmen nur geringf�ugig erweitert werden, womit das CAS selbst immer noch

ein eigenst�andiges System bliebe. Zus�atzlich wollen wir die M�oglichkeit bereitstellen, ne-

ben den Algorithmen zur Beweisplanung auch noch besonders e�ektive Algorithmen zur

Beweissuche verwenden zu k�onnen.

Kontr�ar hierzu w�are es auch m�oglich, Computeralgebraalgorithmen ausschlie�lich zur

Beweisplanung einzusetzen und in ihnen eine ausf�uhrliche Logikausgabe zu integrieren. Da-

mit k�onnte zwar sehr viel Information aus dem jeweiligen Algorithmus gewonnen werden,

aber dieser w�are dann zum einen �uberladen mit zus�atzlichen logischen Berechnungen und

zum anderen speziell auf die jeweilige Logikeinheit ausgerichtet. Ersteres machte ihn aber

ine�zient zur Beweissuche, und letzteres beschr�ankte seine Einsatzm�oglichkeiten au�er-

halb eines konkreten Logikkalk�uls. Algorithmen solcher Art w�aren dann im Prinzip nichts

anderes als extrem spezialisierte Taktiken f�ur automatische Beweiser.

Zusammenfassend ergeben sich nun als Fragestellungen dieser Diplomarbeit: Wie er-

weitern wir die Algorithmen um die Taktikausgabe, und was f�ur Taktiken nutzen wir, um

hierarchische Beweispl�ane zu erhalten? Welche Algorithmen k�onnen wir �uberhaupt verwen-

den, um Beweise zu extrahieren, und wie mu� ein System aussehen, das 
-mkrp auf die

gew�unschte Weise mit einer Einheit zum symbolischen Rechnen kombiniert?



Kapitel 3

Logische Grundlagen

Um mathematische Beweise mit Hilfe von Computern erstellen zu k�onnen, m�ussen so-

wohl die eigentlich informelle Sprache der Mathematik in eine stark formalisierte �ubersetzt

werden, als auch die Vorgehensweise eines Mathematikers beim Beweisen selbst simuliert

werden. Zu diesem Zweck werden als Grundlagen f�ur ersteres eine pr�azise Logik und f�ur

letzteres ein implementierbarer Kalk�ul bez�uglich der Logik de�niert. F�ur beides, Logik und

Kalk�ul, gibt es unterschiedliche Ans�atze (vergleiche [EO87, Fit90, Koh92, Sie92]), die dem

Ziel einer Modellierung der Mathematik f�ur Computer gerecht werden.

Dieses Kapitel ist der De�nition dieser logischen Grundlagen gewidmet, vor deren

Hintergrund 
-mkrp und sapper arbeiten. In den beiden ersten Abschnitten stellen wir

zun�achst eine Logik h�oherer Stufe, die auf einer Variante des getypten Churchschen �-

Kalk�uls beruht, und den Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens vor. Abschlie�end erl�autern

wir, wie Logik und Kalk�ul in taktikbasierten Theorembeweisern, speziell in 
-mkrp ein-

gesetzt werden, und de�nieren Taktiken formal, die zur Kommunikation zwischen einer

Computeralgebrakomponente und 
-mkrp dienen.

3.1 HOL - Eine Logik h�oherer Stufe

Die Sprache in mathematischen Lehrb�uchern besteht zumeist aus einer Mischung von for-

malen und informellen Elementen. Dies erm�oglicht zwar einerseits eine leichter lesbare

Form der Pr�asentation, kann aber andererseits zu Ungenauigkeiten und damit zu Fehlern

f�uhren. Ein Anatz, um Beweise mittels automatischer Systeme auf Computern zu f�uhren,

ist es, die mathematische Umgangssprache exakt zu formalisieren. Zu diesem Zweck be-

nutzt die Beweisentwicklungsumgebung 
-mkrp die Sprache POST [Nes94], die auf dem

Churchschen �-Kalk�ul aufbaut [Chu40]. POST ist eigentlich als sortierte Logik h�oherer

Stufe konzipiert [Koh94], aber Sorten sind im gegenw�artigen Stadium weder ausreichend
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integriert noch notwendig f�ur diese Arbeit. Daher wird hier lediglich die einfachere Dar-

stellung von Syntax und Semantik einer unsortierten Logik h�oherer Stufe gegeben. Diese

ist im wesentlichen an [And86] angelehnt.

3.1.1 Syntax von HOL

Definition 3.1 (Typen): Sei TB eine nichtleere endliche Menge von Symbolen. Dann

sei die Menge T der Typen induktiv de�niert als die kleinste Menge, die mit TB auch alle

Typen der Form �! � mit �; � 2 T enth�alt.

Die Elemente von TB hei�en Basistypen und Typen der Form �! � Funktionstypen.

Bemerkung 3.2: Im folgenden benutzen wir immer eine �xe Menge von Basistypen TB

und Typen T . Dabei gelte stets fo; �g � TB, wobei o den Typ der Wahrheitswerte und �

den Typ der Individuen bezeichnet. TB kann aber durch weitere Spezialtypen, wie z.B. in

Kapitel 4.1.1 f�ur Zahlen, erweitert werden. Als syntaktische Variablen f�ur Elemente aus T

schreiben wir kleine griechische Buchstaben.

Typen der Form �1 ! �2 ! : : :! �n ! � sind rechtsgeklammert, da� hei�t T entspricht

(�1 ! (�2 ! : : :! (�n ! �) : : :).

Definition 3.3 (getypte Mengen): Eine Menge von Mengen von Symbolen � = �T :=

f��j� 2 T g hei�t eine getypte Familie von Mengen �uber T . Wir nennen � disjunkt , wenn

gilt: �� \ �� = ;, f�ur � 6= � und �; � 2 T .

Die Abbildung � : � ! T hei�t eine Typfunktion, wenn f�ur jedes � 2 T und jedes f 2 ��

gilt: �(f) = �. Umgekehrt indiziert eine Typfunktion � : M ! T eine disjunkte getypte

Familie MT = fM�g f�ur M� = �(�).

Seien D; E getypte Familien von Mengen �uber der gleichen Typmenge T , dann hei�t eine

Familie I := fI� : E� ! D�j� 2 T g von Funktionen getypte Funktion I : E ! D.

Definition 3.4 (Signatur): Sei � eine disjunkte getypte Familie von Mengen �uber T ,

dann bezeichnen wir � als Signatur bez�uglich T und die Elemente der �� als Konstanten.

Die Signatur � umfa�t insbesondere die logischen Konstanten f:;_;��;=�g � � mit den

Typen: : : o! o, _ : o! o! o, �� : (�! o)! o, =�: (�! �)! o.

Bemerkung 3.5: In De�nition 3.4 machen wir die Konstanten ��;=� explizit von ihrem

Argumenttyp � abh�angig. Das bedeutet, da� f�ur jeden Typ � aus T auch genau ein Quantor

�� bzw. ein Gleichheitspr�adikat =� existiert.

Die vorangegangenen De�nitionen erlauben es uns, die Signatur als Vereinigung getyp-

ter Mengen von Konstantensymbolen zu sehen. Durch die Disjunktheit dieser Mengen ist es

stets m�oglich mit Hilfe der Typfunktion � den exakten Typ einer Konstante zu ermitteln.
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Definition 3.6 (wohlgeformte Formeln): Sei � eine Signatur bez�uglich T und V eine

Familie von getypten Mengen �uber T , deren Elemente abz�ahlbar unendlich sind. V hei�t

Menge von getypten Variablen. F�ur jeden Typ � 2 T wird die Menge w��(�) der wohlge-

formten Formeln induktiv de�niert mit

(i) �� � w��(�)

(ii) V� � w��(�)

(iii) Wenn A�!� 2 w��!�(�) und B� 2 w��(�), dann ist auch AB 2 w��(�)

(iv) Wenn A� 2 w��(�) und X 2 V�, so ist �X A 2 w��!�(�)

Formeln der FormAB hei�en Applikationen und Formeln der Form �X A �-Abstraktionen.

Die Menge aller wohlgeformten Formeln �uber der Signatur � ist w�(�) =
S
�2T w��(�).

Notation 3.7: Im weiteren Verlauf dieser Arbeit benutzen wir, wann immer dies eindeutig

m�oglich ist, f�ur Applikation In�x-Notation anstelle in Pr�a�x-Notation. So schreiben wir

zum Beispiel A _B anstatt _AB.

Definition 3.8 (Freie Variablen): Sei A;B 2 w�(�) und Z 2 VT . Ein Vorkommen ei-

ner Variable Z hei�t genau dann gebunden inA, wenn es in einer Teilformel der Form �Z B

innerhalb A vorkommt. Ist ein Vorkommen von Z in A nicht gebunden, hei�t es frei in A.

Die Menge aller Variablen mit freiem Vorkommen in A ist die Menge der Variablen!freien

von A, FV(A).

Definition 3.9 (�-Reduktionen): Seien A 2 w��(�), B 2 w��(�) und X;Y 2 V�.

F�ur die Formel A gelten folgende Regeln der �-Reduktion:

(i) �X A!� �Y [Y=X]A, falls Y 62 A (�-Reduktion)

(ii) (�X A)B!� [B=X]A (�-Reduktion)

(iii) �X AX !� A, falls X 62 FV(A) (�-Reduktion)

Dabei bedeutet die Schreibweise [B=X]A, da� alle freien Vorkommen der Variable X in A

durch den Term B ersetzt werden. Damit entspricht die �-Reduktion einer Umbenennung

der �-gebundenen Variable Y in A.
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3.1.2 Semantik von HOL

Im folgenden wollen wir f�ur die Logik HOL eine Semantik angeben, die auf dem Typ-

system T aufbaut, das als Basistypen mindestens den Typ der Wahrheitswerte und den

der Individuen umfa�t.

Definition 3.10 (Interpretation von Konstanten): Sei Do = f>;?g die Menge der

semantischen Wahrheitswerte, in der > dem Wert wahr und ? dem Wert falsch entspricht,

sei jedes D�!� Teilmenge von F(D�;D�), der Menge der totalen Funktionen von D� nach

D� und sei � eine Signatur bez�uglich T , dann hei�t die getypte Funktion I : � ! D

Interpretation der Konstanten mit Tr�ager D.

Seien f:;_;��;=�g � � die in De�nition 3.4 eingef�uhrten logischen Konstanten, dann

schr�anken wir I wie folgt ein:

(i) I(:)(d) = > genau dann, wenn d = ?, d 2 Do

(ii) I(_)(d; e) = > gdw. d = > oder e = >, d; e 2 Do

(iii) I(=�)(f; g) = > gdw. f = g, f; g 2 D�

(iv) I(��)(d) = > gdw. da = > f�ur alle a 2 D� mit d 2 D�!o

Definition 3.11 (Variablenbelegung): Sei D der Tr�ager aus De�nition 3.10 und V die

Menge der Variablen �uber T , dann ist eine getypte Funktion ' : V ! D eine Variablenbe-

legung .

Definition 3.12 (Denotat): Seien �,V wie bisher und w�(�) wie in De�nition 3.6 und

seien I : � ! D und ' : V ! D die zugeh�orige Interpretation bzw. Variablenbelegung,

dann wird das Denotat I' : w�(�)! D induktiv de�niert durch:

(i) I'(X) = '(X), falls X 2 V

(ii) I'(c) = I(c), falls c 2 �

(iii) I'(AB) = I'(A)(I'(B))

(iv) I'(�X� A�) ist diejenige Funktion in D�� , so da� f�ur alle z 2 D� gilt:

(I'(�X� A))z := I';[z=X](A). Existiert diese Funktion nicht, so ist I'(�X� A�) nicht

de�niert.
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Nach De�nition 3.12 (iv) ist es m�oglich, da� einem �-Ausdruck kein Wert zugewiesen

werden kann. In den von uns behandelten semantischen Bereichen { den sogenannten Hen-

kinmodellen [Hen50] { m�ochten wir dies aber ausschlie�en und fordern, da� jede Formel

aus w�(�) denotiert werden kann.

Definition 3.13 (Henkinmodell): Sei I' : w�(�) ! D ein Denotat, so da� I' de-

�niert ist f�ur jede Formel A 2 w�(�), dann bezeichnen wir das Paar M = hD;Ii als

Henkinmodell .

Nachdem nun sichergestellt ist, da� wir einer Formel aus w�(�) immer ein Denotat

zuweisen k�onnen, ist es nun m�oglich zu de�nieren, wann eine Aussage innerhalb eines

Henkinmodells wahr ist.

Definition 3.14: Sei M = hD;Ii ein Henkinmodell und F 2 w�o(�), dann gilt:

(i) F hei�t g�ultig in M, wenn f�ur jede Variablenbelegung ' gilt: I'(F) = >.

(ii) F hei�t allgemeing�ultig oder Tautologie, wenn F in jedem Henkinmodell hD;Ii g�ultig

ist.

(iii) Sei � eine Menge von S�atzen, dann ist � inM genau dann g�ultig , wenn alle F 2 � in

M g�ultig sind.

(iv) Ein Satz F folgt aus einer Satzmenge �, wenn F in jedem Henkinmodell hD;Ii g�ultig

ist, in dem auch � g�ultig ist.

Notation 3.15: Zur Vereinfachung der Schreibweise aus De�nition 3.14 f�uhren wir das

Folgerungssymbol j= ein und schreiben � j= F f�ur F folgt aus � und j= F, wenn F eine

Tautologie ist.

In De�nition 3.13 de�nierten wir die sogenannten Henkinmodelle oder verallgemeinerten

Modelle, f�ur die gilt:

D�!� � F(D�D�): (3.1)

Damit ist es uns im n�achsten Abschnitt nicht nur m�oglich, einen korrekten Kalk�ul f�ur

die Logik HOL anzugeben, sondern auch einen vollst�andigen. Vollst�andig bedeutet in die-

sem Zusammenhang, da� alle in Henkinmodellen allgemeing�ultigen Formeln mit diesem

Kalk�ul auch bewiesen werden k�onnen [Hen50]. Aufgrund der Teilmengenbeziehung in (3.1)

entspricht die Menge der in Henkinmodellen allgemeing�ultigen Aussagen nicht der Menge

aller m�oglichen allgemeing�ultigen Formeln. Verzichtet man auf diese Teilmengenbeziehung,

erh�alt man die sogenannten Standardmodelle, f�ur die gilt

D�!� = F(D�;D�): (3.2)
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Von diesen aber hat G�odel 1931 mit seinem Unvollst�andigkeitssatz gezeigt, da� auf ihnen

keine gleichzeitig korrekten und vollst�andigen Kalk�ule de�niert werden k�onnen [G�od31].

3.2 Ein Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens

1935 stellte Gentzen [Gen35] seinen Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens { kurz ND-Kalk�ul,

von Natural Deduction Calculus aus dem Englischen { vor. Mit ihm wird die Vorgehensweise

eines Mathematikers beim Beweisen simuliert, indem aus gegebenen Hypothesen mittels

fester Schlu�regeln, sogenannter Inferenzregeln, ein Theorem abgeleitet wird. (F�ur eine

Einf�uhrung in den ND-Kalk�ul siehe auch [BE93].)

Bevor wir den eigentlichen Kalk�ul de�nieren, wollen wir einige abk�urzende Schreibwei-

sen f�ur die logischen Konstanten einf�uhren, die sowohl das Verst�andnis gef�uhrter Beweise

erh�ohen als auch das Arbeiten im Kalk�ul selbst vereinfachen. In De�nition 3.4 wurden

� : als Negationsjunktor

� _ als Disjunktionsjunktor

� �� als Quantor

� =� als Gleichheitspr�adikat

als Elemente der Signatur � gefordert. Diese gen�ugen zwar, um eine Logik zu de�nieren,

aber die folgenden Abk�urzungen werden die Darstellung unserer Formeln vereinfachen:

� 8 als Allquantor , so da� 8X� Ao := ��(�X� A)

� 9 als Existenzquantor , so da� 9X� Ao := :(8X :A)

� ^ als Konjunktionsjunktor , so da� Ao ^Bo := :(:A _ :B)

� ) als Implikationsjunktor , so da� Ao)Bo := :A _B

� , als �Aquivalenzjunktor , so da� Ao,Bo := (A)B) ^ (B)A)

In diesem und in den restlichen Kapiteln gehen wir nun davon aus, da� uns diese Abk�urzun-

gen und auch die logischen Konstanten der Signatur zur Verf�ugung stehen, die wir beide

gleicherma�en als logische Symbole bezeichnen.

Gentzen selbst f�uhrt f�ur die Regeln seines Kalk�uls eine baumartige Schreibweise ein:

Definition 3.16 (Beweisb�aume): Seien A1; : : : ; An; A;B HOL-Formeln, dann sagt man

B ist die Konklusion der Hypothesen A1; : : : ; An, geschrieben
A1 : : : An

R
B

, wenn B aus
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A1; : : : ; An durch Anwendung einer Inferenzregel R (siehe De�nition 3.18) entsteht. Man

schreibt
[A]
���
B
, wenn die Formel B aus A mittels endlich vieler Inferenzschritte ableitbar ist.

Darstellungen der Form
A1 : : : An

R
B

und
[A]
���
B

hei�en Beweisb�aume.

Im Unterschied zu manch anderen Kalk�ulen ben�otigt der ND-Kalk�ul nur genau zwei

Axiome.

Definition 3.17 (Axiome): Sei A eine HOL-Formel, dann gelte stets

� das Axiom f�ur Hypothesen: A j= A

� das Axiom vom ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur): A _ :A.

Im Gegensatz zum einzigen Axiom benutzt der ND-Kalk�ul relativ viele Regeln, um ge-

gebene Formeln schrittweise zu manipulieren. (Man betrachte zum Beispiel vergleichend

den Resolutionskalk�ul f�ur Pr�adikatenlogik erster Stufe, der minimal zwei Inferenzregel

ben�otigt [Rob65].) Mit diesen Regeln, vorgestellt in De�nition 3.18, k�onnen Formeln mittels

Einf�uhrungs- und Beseitigungsregeln f�ur die logischen Symbole inferiert werden.

Definition 3.18 (Inferenzregeln): Seien P;Q;R HOL-Formeln, dann de�nieren wir

bez�uglich der logischen Symbole :;_;^;);,;8;9;= als Inferenzregeln des ND-Kalk�uls:

� Eine Inferenzregel, die besagt, da� wir aus dem Falsum (?) jede Formel herleiten

k�onnen (ex falso quodlibet):
?
?E

P

� Inferenzregeln f�ur Junktoren

[P ]
���
?
:I1

:P

[:P ]
���
?
:I2

P

P :P
:E

?

P
_Il

P _Q

Q
_Ir

P _Q
P _Q

[P ]
���
R

[Q]
���
R
_E

R

P Q
^I

P ^Q

P ^Q
^El

P

P ^Q
^Er

Q
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[P ]
���
Q

)I
P)Q

P P)Q
)E

Q

P)Q Q)P
,I

P,Q

P,Q
,El

Q)P

P,Q
,Er

P)Q

� Inferenzregeln f�ur Quantoren. Die Schreibweise [t=x]P bedeutet, da� alle Vorkommen

des Termes x in P durch den Term t ersetzt werden.

[x=t]P
8I mit Konstante t neu in P

8x:P

8x:P
8E

[t=x]P

[x=t]P
9I

9x:P
9x:P

[t=x]P
���
Q
9E mit Term t neu

Q

Bei der Regel zur Elimination des Existenzquantors, ist zu beachten, da� der ein-

zusetzende Term t weder in der Konklusion noch in den Hypothesen vorkommt; bei

Introduktion des Allquantors darf t nicht in der Formel P enthalten sein.

� Inferenzegeln f�ur Gleichheit:

F�ur Gleichheit de�nieren wir drei Regeln, um die Eigenschaften der �Aquivalenzrela-

tion zu nutzen,

= I
P = P

P = Q
= comm

Q = P

P = Q Q = R
= trans

P = R

und eine weitere Regel, um Gleiheitssubstitutionen auszuf�uhren

�[P ] P = Q
= subst

�[Q]

Mit diesen Regeln erhalten wir einen korrekten Kalk�ul f�ur unsere Logik HOL. Um nun

f�ur Henkinsemantik auch vollst�andig zu sein, erweitern wir den Kalk�ul um zwei Regeln f�ur

die Extensionalit�at (siehe hierzu auch [And86]).

Definition 3.19 (Extensionalit�at): Seien P,Q HOL-Formeln mit �(P) = �(Q) = �!

�, dann gilt:

P = Q , 8X�(PX) = (QX) (3.3)

Aus dieser �Aquivalenz ergeben sich nun zwei weitere ND-Regeln:

P = Q
extI

8X:(PX) = (QX)

8X:(PX) = (QX)
extE

P = Q
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3.3 Taktische Theorembeweiser

Die Beweisentwicklungsumgebung 
-mkrp stellt den im vorangegangenen Abschnitt ein-

gef�uhrten Kalk�ul zum interaktiven Beweisen zur Verf�ugung. Um diesen aber auch benut-

zerfreundlich einsetzen zu k�onnen, f�uhrt man einige Hilfsmittel f�ur die Darstellung und die

Anwendung des Kalk�uls ein.

Zum einen linearisiert man die baumartige Schreibweise des Kalk�uls aus Abschnitt 3.2.

Dies erm�oglicht es auch gro�e ND-Beweise �ubersichtlich darzustellen. Zum anderen wer-

den sogenannte Taktiken eingef�uhrt, um Sequenzen einzelner Inferenzschritte anwenden zu

k�onnen. Mit diesen k�onnen komplexere Beweisschritte de�niert werden oder auch ganze

Beweisschemata wie Induktion oder Diagonalisierung implementiert werden.

Im n�achsten Unterabschnitt f�uhren wir die linearisierte Schreibweise des ND-Kalk�uls

von Andrews [And80] ein. Danach de�nieren wir formal die bereits in Kapitel 2 angespro-

chenen Begri�e Taktik und Taktikal . Diese entsprechen im wesentlichen den De�nitionen

in der Literatur (vergleiche zum Beispiel [Pau90, GMW79, GT94]).

3.3.1 Der linearisierte ND-Kalk�ul

Im lineariserten ND-Kalk�ul besteht ein ND-Beweis nicht mehr aus einem Beweisbaum,

sondern aus einer Sequenz von Beweiszeilen der Form:

Marke Hypothesen ` Formel (Regel V orrausetzungen)

deren einzelne Teile von folgender Bedeutung sind:

� Formel ist eine HOL-Formel.

� Marke ist der Name der Beweiszeile, auf den sich andere Zeilen beziehen k�onnen.

� Hypothesen sind die Voraussetzungen, unter welchen Formel g�ultig ist. Sie sind

dargestellt als eine Liste von Marken.

� Regel ist eine der Inferenzregeln aus den De�nitionen 3.18 oder 3.19.

� V oraussetzungen sind die Marken der Zeilen mit den direkten Voraussetzungen f�ur

die Regel.

Insbesondere gilt nun, da� eine Formel allgemeing�ultig ist, wenn sie aus der leeren

Hypothesenliste abgeleitet werden kann. Eine Zeile der Form

L. L `F (Hyp)
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entspricht unserem Hypothesenaxiom aus De�nition 3.17. Eine noch unbewiesene Zeile in

einem Beweis, also eine, f�ur die noch keine vollst�andige Ableitung aus den Hypothesen

erstellt wurde, ist eine sogenannte o�ene oder geplante Zeile und erh�alt als
"
Begr�undung\

das Attribut (Open) zugewiesen. In 
-mkrp ist anf�anglich jedes Theorem eine solche o�ene

Zeile und hat folgende Form (wobei F eine Formel und H die Hypothesenliste sei):

THM. H `F (Open)

Da die eben vorgestellte Form der Beweisdarstellung im ND-Kalk�ul noch eine wichtige

Rolle im restlichen Verlauf dieser Arbeit spielen wird, betrachten wir zum Abschlu� dieses

Abschnitts noch zwei erl�auternde Beispiele.

Beispiel 3.20: Seien P; P)Q Hypothesen, dann hat die)E-Regel aus Def.3.18 folgende

linearisierte Darstellung:

L1. L1 `P (Hyp)

L2. L2 `P)Q (Hyp)

L3. L1, L2 `Q ()E L1,L2)

Beispiel 3.21:

Der Beweis f�ur die Formel: [8X P (X))Q(X)])[[8X P (X)])[8X:Q(X)]] gef�uhrt in


-mkrp.

L3. L3 ` [8X P (X)] (Hyp)

L6. L3 `P (a) (8E L3)

L1. L1 ` [8X [P (X))Q(X)]] (Hyp)

L5. L1 ` [P (a))Q(a)] (8E L1)

L7. L1, L3 `Q(a) ()E L6,L5)

L4. L1, L3 ` [8X Q(X)] (8I L7)

L2. L1 ` [[8X P (X)])[8X Q(X)]] ()I L4)

THM. ` [[8X [P (X))Q(X)]])[[8X P (X)])[8X Q(X)]]] ()I L2)

Zu beachten ist bei obigen Beweis, da� die Hypothesen L1 und L3 durch r�uckw�artsanwenden

der )I-Regel auf das Theorem THM bzw. die Zeile L2 entstehen.

Der gleiche Beweis in Baumstruktur:

[8X P (X)]
8E

P (a)

[8X P (X))Q(X)]
8E

P (a))Q(a)
)E

Q(a)
8I

[8X Q(X)]
)I

[8X P (X)])[8X Q(X)]
)I

[8X [P (X))Q(X)]])[[8X P (X)])[8X Q(X)]]

Die )I-Regeln sind hier anwendbar, weil [8X:P (X)] bzw. [8X P (X))Q(X)] jeweils als

Voraussetzungen im Beweisbaum auftreten.
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3.3.2 Taktiken

Informell gesehen sind Taktiken Funktionen, die, angewendet auf einen unvollst�andigen

Beweis, eine Reihe von Inferenzregeln ausf�uhren. Dies bedeutet, jede Taktik hat einen

Beweis (oder Beweisteil) als Eingabezustand und liefert den manipulierten Beweis als Aus-

gabezustand . Um aus einzelnen Taktiken komplexere Einheiten zu bilden, de�niert man

Operationen zu deren Verkn�upfung, die Taktikale.

Definition 3.22 (Taktik): Seien P1; : : : ; Pn; Q1; : : : ; Qm HOL-Formeln und R1; : : : ; Rl

Inferenzregeln, so da� Q1; : : : ; Qm aus P1; : : : ; Pn durch die Anwendung von R1; : : : ; Rl

ableitbar ist bzw. gilt:
P1 � � � Pn

R1
...

Rl
Q1 � � � Qm

dann hei�t eine Funktion T , die angewandt auf P1; : : : ; Pn obigen Beweisbaum liefert, eine

Taktik . Man schreibt:
P1 � � � Pn�����

T

Q1 � � � Qm

Definition 3.23 (Taktikal): Die folgenden auf Taktiken de�nierten Operationen, hei�en

Taktikale:

APPLY wendet eine Taktik an.

Sei T eine Taktik, dann liefert S := APPLY(T ) den Beweiszustand nach Ausf�uhrung

von T .

APPEND verkn�upft eine Sequenz von Taktiken.

Seien T1; : : : ; Tn Taktiken, dann liefert die Taktik S := APPEND(T1; : : : ; Tn) die Hin-

tereinanderausf�uhrung der Taktiken T1; : : : ; Tn.

COND selektiert Taktiken nach bestimmten Bedingungen.

Seien T1; : : : ; Tn Taktiken und C1; : : : ; Cn Bedingungen (z.B. bez�uglich des aktuellen

Beweiszustands), dann liefert S := COND((C1 T1); (C2 T2); : : : ; (Cn Tn)) die Taktik Ti,

wenn die Bedingung Ci i = 1; : : : ; n erf�ullt ist und zugleich alle Bedingungen Cj ,

1 � j � i� 1, nicht gelten.

REPEAT-IF wiederholt eine Taktik, solange eine Bedingung gilt.

Sei T eine Taktik undC eine Bedingung, dann liefert die Taktik S := REPEAT-IF(C; T )

eine Sequenz der Taktik T .
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Bemerkung 3.24: Im Verlauf dieser Arbeit beziehen sich die Bedingungen innerhalb der

Taktikale stets darauf, ob ein vorliegender Term von einer bestimmten Form ist. Streng

formal m�u�ten wir hierf�ur ein Konstrukt einf�uhren, da� dies explizit ermittelt. Um aber

die Schreibweise der Taktikale zu vereinfachen, wollen wir darauf verzichten, und geben

stattdessen in einer Bedingung nur den entsprechenden Term an, f�ur den diese erf�ullt ist.

Behauptung 3.25: Taktiken sind korrekt.

Beweis: Sei T eine Taktik, die keine Taktikale involviert. Dann kann T nach De�nition 3.22

als eine endliche Sequenz R1; : : : ; Rl von ND-Regeln aus De�nition 3.18 geschrieben wer-

den. Jedes Ri; i = 1 : : : l ist korrekt (aufgrund der Korrektheit des ND-Kalk�uls [Gen35]),

und damit ist auch T korrekt.

Sei nun T 0 eine Taktik, die Taktikale involviert. Dann kann T 0 aufgefa�t werden als Ver-

kn�upfung von Taktiken ohne Taktikalen, und damit als Verkn�upfungen von Sequenzen von

ND-Regeln. Damit ist T 0 mit dem gleichen Argument wie oben korrekt.

Bemerkung 3.26: Behauptung 3.25 gibt ausschlie�lich Auskunft �uber die Korrektheit

von Taktiken und Taktikalen. Damit ist weder eine Aussage getro�en, wann sie anwendbar

sind, noch gew�ahrleistet, da� eine Taktik terminiert, wenn ein REPEAT-IF-Taktikal benutzt

wird. Letzteres ist bei jeder Taktik separat zu �uberpr�ufen.

Da die Begri�e Taktik und Taktikal im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine entscheidende

Rolle spielen werden, wollen wir sie an dieser Stelle noch mit zwei ausf�uhrlichen Beispielen

verdeutlichen. In Beispiel 3.27 wird zun�achst die assoc-plus-Taktik vorgestellt, die die

De�nition der Assoziativit�at der Addition anwendet, und in Beispiel 3.28 betrachten wir

die pop-second-Taktik, die zur Umordnung von Summen benutzt wird.

Beispiel 3.27: Als Eingabezustand ben�otigt die assoc-plus-Taktik das Axiom der As-

soziativit�at der Addition

A+. A+ `8a 8b 8c ((a+ b) + c) = (a+ (b+ c)) (Hyp)

und die Zeile, in der sie angewendet werden soll (hierbei ist � eine beliebige Funktion und

H eine Hypothesenliste in der A+ enthalten ist):

L1. H `�[(m1 + (m2 +m3))] (Open)

Das Ausf�uhren der Taktik liefert dann drei Anwendungen der 8E-Regel und eine Anwen-

dung der = subst-Regel und somit folgenden ND-Beweisteil:

A+. A+ `8a 8b 8c ((a+ b) + c) = (a+ (b+ c)) (Hyp)

L2. A+ `8b 8c ((m1 + b) + c) = (m1 + (b+ c)) (8E A+)

L3. A+ `8c ((m1 +m2) + c) = (m1 + (m2 + c)) (8E L2)

L4. A+ ` c ((m1 +m2) +m3) = (m1 + (m2 +m3)) (8E L3)

L5. H `�[((m1 +m2) +m3)] (Open)

L1. H `�[(m1 + (m2 +m3))] (=Subst L4,L5)
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Beispiel 3.28: Die pop-second-Taktik ist eine von drei Taktiken zur Umordnung von

zwei Summen zu einer und formalisiert folgenden Rechenschritt:

kX
i=1

mi +
lX

i=1

ni = n1 +
kX

i=1

mi +
lX

i=2

ni (3.4)

Sie ben�otigt als Eingabezustand die Axiome der Assoziativit�at und Kommutativit�at der

Addition und die jeweilige Zeile, auf die es angewandt werden soll. Ihr Verhalten l�a�t sich

formal in den Operationen aus De�nition 3.23 beschreiben:

Tactic pop-second COND(((a+ (b+ c)) APPEND(APPLY(assoc-plus)

APPLY(commu-plus)

APPLY(assoc-plus)))

((a+ b) APPLY(commu-plus)))

Hierbei stehen in den Bedingungen a f�ur die erste Summe, b f�ur den ersten Summanden und

c f�ur den Rest der zweiten Summe in (3.4). Damit wird das Verhalten der pop-second-

Taktik durch die Zusammensetzung der zweiten Summe bestimmt: Verf�ugt diese �uber zwei

oder mehr Summanden, werden Assoziativit�at, Kommutativit�at und wieder Assoziativit�at

in dieser Reihenfolge angewendet, hat sie aber nur einen Summanden, wird ausschlie�lich

Kommutativit�at benutzt. Konkret sieht das Verhalten der Taktik, angewendet auf unter-

schiedliche Eingabezeilen, folgenderma�en aus: Zun�achst sei die zu zeigende Zeile

L1. H `�[(m+ (n1 + n2))] (Open)

wobei hier, wie auch im n�achsten kleinen Beweis � einer beliebigen Funktion und H einer

Hypothesenliste, in der A+ und C+ enthalten sind, entspricht. Die Anwendung der pop-

second-Taktik liefert als 
-mkrp-Beweis:

A+. A+ `8a 8b 8c ((a+ b) + c) = (a+ (b+ c)) (Hyp)

L9. A+ `8b 8c ((n1 + b) + c) = (n1 + (b+ c)) (8E A+)

L10. A+ `8c ((n1 +m) + c) = (n1 + (m+ c)) (8E L9)

L11. A+ ` ((n1 +m) + n2) = (n1 + (m+ n2)) (8E L10)

L2. A+ `8b 8c ((m+ b) + c) = (m+ (b+ c)) (8E A+)

L3. A+ `8c ((m+ n1) + c) = (m+ (n1 + c)) (8E L2)

L4. A+ ` ((m+ n1) + n2) = (m+ (n1 + n2)) (8E L3)

C+. C+ `8a 8b (a+ b) = (b+ a) (Hyp)

L6. C+ `8b (m+ b) = (b+m) (8E C+)

L7. C+ ` (m+ n1) = (n1 +m) (8E L6)

L12. H `�[(n1 + (m+ n2))] (Open)

L8. H `�[((n1 +m) + n2)] (=Subst L11,L12)

L5. H `�[((m+ n1) + n2)] (=Subst L7,L8)

L1. H `�[(m+ (n1 + n2))] (=Subst L4,L5)

Zur Illustration des unterschiedlichen Verhaltens bez�uglich der Eingabezeilen wenden wir

nun die Taktik auf die Zeile

L1. H `�[(m+ n)] (Open)
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an und erhalten die einfachere Ausf�uhrung der commu-plus-Taktik:

C+. C+ `8a 8b (a+ b) = (b+ a) (Hyp)

L2. C+ `8b (m+ b) = (b+m) (8E C+)

L3. C+ ` (m+ n) = (n+m) (8E L2)

L4. H `�[(n+m)] (Open)

L1. H `�[(m+ n)] (=Subst L3,L4)



Kapitel 4

sapper{ Eine Schnittstelle

zwischen Deduktion und

Computeralgebra

In diesem Kapitel wollen wir nun das sapper1 -System vorstellen, mit dem unser eigent-

liches Ziel, das Extrahieren hierarchischer Beweispl�ane aus computeralgebraischen Berech-

nungen realisiert wird. Die zentrale Idee von sapper ist das Verbinden der in Abschnitt 4.2

beschriebenen Computeralgebrakomponente mit der interaktiven Beweisentwicklungsum-

gebung 
-mkrp [HKK+94a] (siehe Abschnitt 4.1). Zun�achst geben wir einen allgemeinen

�Uberblick des 
-mkrp-Systems und verfeinern diesen im Hinblick auf die in dieser Arbeit

vorgenommenen Erweiterungen und �Anderungen. Im darau�olgenden Abschnitt erl�autern

wir � CAS, einen einfachen Prototyp eines Computeralgebrasystems zur Manipulation von

Polynomen und erl�autern anhand dieses Prototyps die Anforderungen an ein solches System

als Bestandteil von sapper. Aus diesen Anforderungen entwickeln wir im letzten Abschnitt

dieses Kapitels die Spezi�kation einer allgemeinen Schnittstelle, welche 
-mkrp mit � CAS

verbindet.

Das im folgenden vorgestellte System wurde im Rahmen dieser Arbeit vom Autor in

KEIM [HKK+94b, Nes94], einer Programmbibliothek mit Datenstrukturen und Algorith-

men f�ur das automatische Beweisen, implementiert. Die Funktionen von KEIM stellen

eine Erweiterung der Programmiersprache CLOS [Kee89] dar, welche ihrerseits wiederum

die objektorientierte Weiterentwicklung von COMMON LISP [Ste90] ist. Da KEIM ebenfalls

die Grundlage f�ur das 
-mkrp-System ist, ist es naheliegend, da� die Schnittstelle zwischen


-mkrp und dem Computeralgebrasystem � CAS auf die gleichen Funktionen zur�uckgreifen

kann. Aus diesem Grund ist der Programmcode f�ur die Schnittstelle nicht nur in KEIM ge-

1System for Algorithmic Proofplan Extraction and Reasoning
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Setheo

INKA

LEO

Otter

MKRP
Methoden

Benutzer

(Planer)

Beweis

Baum

nachschlagen

anwenden

Zeilen hinzufugen aufrufen

aufrufen

modifizieren

Zeilen

hinzufugen begrunden MKRP

Verifizierer Proverb

uberprufen abstrahieren

aufrufen aufrufen

begrunden

Zeilen hinzufugen

bank

Daten-

Computer-
algebra-
system

Abbildung 4.1: Die 
-mkrp Beweisentwicklungsumgebung

halten, sondern benutzt zus�atzlich auch einige spezielle Funktionen von 
-mkrp. Im Gegen-

satz hierzu stellt � CAS ein eigenst�andiges, von KEIM und 
-mkrp unabh�angiges System

dar, weswegen es vom Autor in reinem CLOS-Code realisiert wurde.

4.1 
-mkrp

Das 
-mkrp-System ist konzipiert als mathematisches Assistenzsystem, in dem der Benutzer

interaktiv Beweise f�uhren kann [HKK+92]. Als Schnittstelle zwischen Mensch und Maschine

dient dazu der ND-Kalk�ul [Gen35], wie er in Kapitel 3.2 vorgestellt wurde. Das Problem

selbst wird am Anfang als trivialer, partieller Beweisbaum eingef�uhrt, wobei hierbei auch

die Deklaration der benutzten Typen und Konstanten, die Signatur der Logik, festgelegt

wird. Dieser anf�angliche, partielle Beweisbaum, bestehend aus Hypothesen und dem zu

beweisenden Theorem, dient als zentrale Datenstruktur, welche so lange modi�ziert wird,

bis ein vollst�andiger Beweis erzeugt ist.

Die Modi�kation des unvollst�andigen Beweisbaumes kann nun auf verschiedene Ar-

ten erfolgen, bei denen der Benutzer mehrere M�oglichkeiten hat einzugreifen (siehe Abbil-
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dung 4.1). Dies kann im einfachsten Fall durch die blo�e Anwendung einzelner Inferenz-

schritte des ND-Kalk�uls geschehen. Dar�uber hinaus ist es auch m�oglich, Planer einzusetzen,

die zum Beispiel mittels Methoden oder Analogie Teilbeweise konstruieren und einzelne

Beweisschritte ausf�uhren. Zus�atzlich zu diesen in 
-mkrp integrierten Funktionen k�onnen

auch verschiedene externe Komponenten eingebunden werden, um Beweise zu f�uhren. Da-

mit k�onnen zum Beispiel Teilbeweise mit Hilfe bestehender automatischer Beweiser (wie

OTTER [McC90] oder MKRP [Pr�a92]) erzeugt werden. Die einzige Anforderung an solche

externen Komponenten ist die, da� sie einen Beweis im Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens

liefern oder aber ihre Ausgabe in einen solchen �ubersetzt werden kann. Ein fertiger Beweis

kann von einem einfachen Beweispr�ufer, versehen mit den wenigen korrekten Inferenzregeln

der ND-Kalk�uls, veri�ziert werden.

Da sich reine Kalk�ulbeweise meist nicht eignen, um vom Benutzer direkt gelesen zu wer-

den (vergleiche Kapitel 2.1), werden in 
-mkrp unterschiedliche Mechanismen zur Verf�ugung

gestellt, um Beweise zu pr�asentieren und mit Erkl�arungen zu versehen. Dabei werden Bewei-

se { wie bereits in Kapitel 2.3 angesprochen { als sogenannte Beweispl�ane in hierarchischer

Form repr�asentiert. Die unterste Ebene eines solchen Planes stellt einen ND-Beweis dar; die

Ebenen dar�uber den gleichen Beweis in abstrakterer Struktur. Hierf�ur werden Gruppen von

Inferenzschritten zu abstrakten Ableitungsschritten zusammengefa�t. F�uhren wir eine sol-

che Gruppierung mehrfach durch, erhalten wir ein und denselben Beweis in verschiedenen

Graden der Abstraktion, wobei jeweils einem abstrakten Ableitungsschritt mehrere Ablei-

tungsschritte auf der darunterliegenden Hierarchieebene entsprechen. Um schlie�lich auch

noch einen Beweis anstelle im ND-Kalk�ul in mathematischer Umgangssprache zu pr�asen-

tieren, k�onnen mit Hilfe des PROVERB-Systems [Hua94b] Beweise in nat�urliche Sprache

�uberf�uhrt werden.

Wie angesprochen, ist im Gegensatz zu anderen Systemen (vergleiche zum Beispiel das

LCF- [GMW79] oder das Nuprl-System [CAB+86]), die einzige Anforderung von 
-mkrp

an externe Komponenten die nach einer verwertbaren Protokollierung. Damit wird der

Anspruch auf Korrektheit der mittels dieser Komponenten erstellten Beweise bewu�t auf-

gegeben, wodurch Einheiten benutzt werden k�onnen, die zwar e�zient, aber nicht immer

korrekt sind. Zus�atzlich k�onnen Taktiken erstellt oder Planer mit Methoden versehen wer-

den, deren Korrektheit nicht a priori gew�ahrleistet ist, da generell jeder erstellte Beweis

veri�ziert werden mu�.

In diese Systemarchitektur wollen wir nun ein CAS als externe Komponente einpassen,

die sowohl zum Ausf�uhren von algebraischen Berechnungen als auch zur Beweisplanung

genutzt werden kann. Hierzu m�ussen allerdings einige Erweiterungen von 
-mkrp vorge-

nommen werden, die wir uns in den n�achsten Abschnitten betrachten wollen.
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4.1.1 Zahlen in 
-mkrp

Wie bereits in Kapitel 2 Abbildung 2.1 angedeutet, ist die Behandlung numerischer Rech-

nungen auf Logikebene sehr umst�andlich. Denn um Theoreme so allgemeing�ultig wie m�og-

lich zu halten, beschr�ankt man die verwendeten logischen Konstanten und damit auch die

Zahl der Hypothesen, um deren Verhalten zu axiomatisieren, auf ein Minimum. Aus die-

sem Grund f�uhrt man Zahlen in der Logik meist mengentheoretisch ein und baut neue

Zahlenmengen auf bestehenden auf.

In der Mengenlehre von Zermelo-Fraenkel [Zer08] kann mit Hilfe des Extensio-

nalit�ats- und des Aussonderungsaxioms eindeutig eine kleinste induktive Menge de�niert

werden, die die Rolle der nat�urlichen Zahlen �ubernehmen kann. Hierzu benutzt man aus-

schlie�lich die auf jeden Fall existierende leere Menge ; und baut auf dieser induktiv

weitere Mengen wie folgt auf: ;; f;g; f;; f;gg; : : :. Dabei entspricht die leere Ausgangs-

menge der 0 und das Prinzip der Mengenschachtelung der Nachfolgerfunktion s(n) =

n+1 [Qui67, EFT92, EHH+92]. Mit Hilfe dieser beiden Konstanten lassen sich nun nat�urli-

che Zahlen in Logik fassen und sich bereits einige Grundrechenarten auf ihnen de�nieren, so

zum Beispiel die Addition, wie dargestellt in Abbildung 2.1, oder die Multiplikation durch

iterierte Addition. Aufbauend auf der Menge der nat�urlichen Zahlen, lassen sich durch

De�nition weiterer Funktionen gr�o�ere Zahlenbereiche bilden: durch die Einf�uhrung einer

Vorg�angerfunktion p(n) = n � 1 die ganzen Zahlen, durch Bildung von Paaren ganzer

Zahlen die rationalen Zahlen, mittels Axiomatisierung Dedekindscher Schnitte die reellen

Zahlen usw.

Um aber aufwendiges Rechnen mit Nachfolgerfunktionen etc. zu vermeiden, f�uhren wir

Zahlen direkt in 
-mkrp ein. In der Praxis hat es sich als Vorteil erwiesen, reelle Zahlen

zur Verf�ugung zu haben, weil sich auf diesen die wichtigsten Grundrechenarten und auf

reellen Funktionen Begri�e wie Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit problemlos de�nieren

lassen. Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit Polynome und deren Manipulation eine gro�e

Rolle spielen werden, ist es g�unstig, reelle Zahlen als Polynomkoe�zienten zu nutzen, mit

denen sich relativ umfangreich algebraisch rechnen l�a�t. (Ein bekanntes Beispiel ist die

Nullstellenbestimmung eines Polynoms wie x2 = 2 in IQ[x] und IR[x].)

Damit 
-mkrp direkt mit reellen Zahlen rechnen kann, mu� die Logik aus Kapitel 3

erweitert werden. Zun�achst vergr�o�ern wir die Menge der Basistypen TB um den Typ der

reellen Zahlen �, dann f�ugen wir der Signatur � folgende Grundrechenarten als Konstanten

hinzu

f+;�; �; =; "g 2 �(�;�)!� ; (4.1)

Deren Semantik versehen wir mit der in der Mathematik �ublichen Bedeutung, also Addition,

Subtraktion, Multiplikation, Division und Exponentiation in den reellen Zahlen.



4.1. 
-mkrp 39

Zur Realisierung dieses Konzeptes innerhalb eines Beweises bedient sich 
-mkrp der

Taktik simplify-num, mit der Berechnungen auf reellen Zahlen innerhalb eines Beweis-

schrittes durchgef�uhrt werden. So entspr�ache die Berechnung aus Abbildung 2.1 folgendem

Inferenzschritt:

L1. ` 5 = 5 (= I)

THM. ` 3 + 2 = 5 (simplify-num L1)

Die Taktik k�onnte so erweitert werden, da� sie bei Bedarf expandiert werden kann. Dies

f�uhrte zu einem Teilbeweis wie angegeben in Abbildung 2.1. Um die konkreten Berechnun-

gen au�erhalb der Logik durchzuf�uhren, bedient sich die Taktik eines Aufrufs des Lisp-

Interpreters, in dem das 
-mkrp-System arbeitet.

4.1.2 Polynome in 
-mkrp

Da wir uns im Verlauf dieser Arbeit noch viel mit der Manipulation von Polynomen

besch�aftigen werden, soll an dieser Stelle die Darstellung von Polynomen in 
-mkrp ein-

gef�uhrt und Operationen auf diesen de�niert werden. Hierzu bedienen wir uns der reellen

Zahlen aus Abschnitt 4.1.1 und der in Gleichung (4.1) angegebenen Grundrechenarten.

Allgemein kann ein Polynom aus IK[x1; : : : ; xr] (also dem Ring der Polynome �uber einem

K�orper IK in r Variablen) als eine Abbildung IK� : : :� IK| {z }
r -mal

! IK betrachtet werden. (Ver-

gleiche hierzu zum Beispiel [vdW50, Bos93].) Um dieses funktionale Verhalten in 
-mkrp

zu simulieren, werden Polynome als �-Abstraktion �uber den Variablen des Polynomringes

dargestellt. Konkret wird f�ur Polynome �uber IR folgende Darstellung gew�ahlt:

Sei p 2 IR[x1; : : : ; xr]; p =
rP

i=1
�ix

e1i
1 � � � x

eri
n , wobei �i 2 IR und e1i ; : : : ; eri 2 IN; i = 1; : : : ; r,

dann entspricht p einer �-Abstraktion

�x1 : : : �xr (�nx
e1n
1 � � � xernr + � � �+ (�2x

e12
1 � � � x

er2
r + �1x

e11
1 � � � x

er1
r ) � � �); (4.2)

und es gilt f�ur den Typ von p: �(p) = (�; : : : ; �| {z }
r -mal

)! �.

Zu beachten ist bei obiger Darstellung, da� p in der Ordnung von De�nition 4.3 in Ab-

schnitt 4.2 ist. Zus�atzlich gelte die Forderung, da� in den einzelenen Monomen immer

die Variablen mit Exponent 0 aufgef�uhrt sind. (Zu den Begri�en der Polynomdarstellung

vergleiche Abschnitt 4.2) Die Schreibweise des Polynoms in 4.2 entspricht bereits einer ver-

einfachten in�x Repr�asentation, die die Lesbarkeit hier und im folgenden erh�ohen soll. In

der Logik von 
-mkrp ist ein Polynom in Pr�a�xschreibweise wie folgt repr�asentiert

�x1 : : : �xr (+ (��n (� (" x1 e1n) � � �)) � � � (��1 (� (" x1 e11) � � �)) � � �) (4.3)

Nachdem nun Polynome in 
-mkrp verf�ugbar sind, de�nieren wir als n�achstes die logi-

schen Konstanten, die zu deren Manipulation ben�otigt werden:
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� � f�ur Polynomaddition

� 
 f�ur Polynommultiplikation

� @p f�ur die Di�erentiation eines Polynoms

�
R
p f�ur die Integration eines Polynoms

Dabei ist zu beachten, da� Polynomaddition und -multiplikation je zwei Polynome als

Argumente ben�otigen, wogegen Polynomdi�erentiation und -integration jeweils ein Poly-

nom und eine nat�urliche Zahl j fordern. j gibt die Position der jeweiligen Variable an,

bez�uglich deren di�erenziert bzw. integriert wird. Ein Beispiel f�ur die Anwendung einer der

beiden ersten Operationen ist bereits in Kapitel 2 Abbildung 2.2 gegeben. Zur Erl�auterung

des Verhaltens der beiden letzteren Operationen seien hier kurz zwei Polynomdi�erentia-

tionen angegeben

@p(�x �y (x2 + 2xy + y); 1) = �x �y (2x+ 2y)

@p(�x �y (x2 + 2xy + y); 2) = �x �y (2x+ 1)

Die soeben eingef�uhrten und im Rest dieser Arbeit benutzten Symbole entsprechen

wiederum nicht der eigentlichen Darstellung in 
-mkrp. Und dies nicht nur weil wir die

Symbole in 
-mkrp computergerecht darstellen m�ussen, sondern auch weil von der logi-

schen Sichtweise verschiedene Symbole f�ur intuitiv gleiche Operationen auf verschiedenen

Polynomringen benutzt werden m�ussen. Um diesen Punkt n�aher zu erl�autern, setzen wir

den Umgang mit syntaktischen Symbolen in der mathematischen Umgangssprache in Bezug

zu dem in einer Logik wie HOL.

In der Mathematik werden h�au�g f�ur verschiedene Funktionen, die gleichartige Abbil-

dungsvorschriften auf unterschiedlichen Mengen bezeichnen, die gleichen Funktionssymbole

benutzt. So bezeichnen zum Beispiel

� + : IR� IR! IR � + : IR[x]� IR[x]! IR[x] � + : IR[x; y]� IR[x; y]! IR[x; y]

drei verschiedene Arten der Addition: auf den reellen Zahlen und auf den reellen Poly-

nomringen in ein und zwei Variablen. Auf eine Unterscheidung der Symbolik kann ver-

zichtet werden, weil einem Mathematiker anhand der Summanden klar ist, auf welchen

Mengen die Operation ausgef�uhrt und damit welche der Funktionen benutzt werden mu�.

Dieses semantische �Uberladen eines syntaktischen Operators ist in der Logik HOL je-

doch nicht m�oglich. Betrachten wir wieder die drei verschiedenen Additionsfunktionen,

so stellen wir fest, da� sie auf Mengen operieren, deren einzelne Entit�aten Objekten un-

terschiedlichen Typs in HOL entsprechen. Damit sind auch die jeweiligen Funktionssym-

bole von verschiedenem Typ. Nun wurde aber mit De�nition 3.4 gefordert, da� die Signa-

tur eine disjunkte Familie von Mengen ist, womit in HOL alle drei Additionsoperatoren
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durch verschiedene Symbole ausgedr�uckt werden m�ussen. In 
-mkrp wird nun, um die Kor-

rektheit der Logik zu gew�ahrleisten, jeder Operation auf jedem Polynomring ein eigenes

Symbol zugeordnet. So wird die Addition auf Polynomen aus IR[x1; : : : ; xr]; n � 1 durch

p-plus-rn 2 �(( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

);( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

))!( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

) ausgedr�uckt. (Ebenso entsprechen die anderen drei

Polynomoperationen p-mult-rn 2 �(( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

);( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

))!( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

) und p-deriv-rn ; p-integ-rn 2

�(( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

);�)!( �;:::;�| {z }
n+1 -mal

).) In dieser Symbolik steht das Su�x rn f�ur den Polynomring �uber

dem Koe�zientenk�orper IR in n Variablen. Damit erhalten wir als logisches �Aquivalent f�ur

die als Beispiel angef�uhrten Additionen:

� + 2 �(�;�)!� � p-plus-r1 2 �((�;�);(�;�))!(�;�) � p-plus-r2 2 �((�;�;�);(�;�;�))!(�;�;�)

Bei entsprechender Einschr�ankung des Basistyps � 2 TB sind obige Funktionen auch

�uber anderen Polynomringen de�nierbar. So w�are p-plus-zn die Polynomaddition in

ZZ[x1; : : : ; xn]; n � 1 und p-plus-qn entsprechend in IQ[x1; : : : ; xn]; n � 1.

Um den Unterschied zwischen der in dieser Arbeit benutzten Schreibweise und der ei-

gentlichen 
-mkrp Darstellung zu verdeutlichen, betrachten wir abschlie�end die binomische

Formel des Theorems in Abbildung 2.2 in vereinfachter Form

(�x �y (x + y) 
 �x �y (x + y)) = �x �y (x2 + (2xy + y2))

und in vollst�andiger HOL-Repr�asentation

(= (p-mult-r2 �X �Y (+ (� 1 (� (" X 1) (" Y 0)))

(� 1 (� (" X 0) (" Y 1))))

�X �Y (+ (� 1 (� (" X 0) (" Y 1)))

(� 1 (� (" X 1) (" Y 0)))))

�X �Y (+ (� 1 (� (" X 2) (" Y 0)))

(� 2 (� (" X 1) (" Y 1)))

(� 1 (� (" X 0) (" Y 2)))))
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4.2 � CAS

Das Herz vieler in der Praxis verwendeter Computeralgebrasysteme bildet oft ein lei-

stungsf�ahiger Mechanismus zur Manipulation von Polynomen. Diese Mechanismen sind

einerseits sehr weit entwickelt, weil viele gute Algorithmen zur Polynommanipulation exi-

stieren, andererseits auch von zentralem Interesse, weil sich viele Berechnungen auf weitaus

komplizierteren mathematischen Objekten auf Polynome zur�uckf�uhren lassen. Daher ist

es naheliegend, in sapper ein CAS mit Polynomalgorithmen zu benutzen. � CAS ist eine

Sammlung solcher Algorithmen, die in CLOS implementiert sind und teilweise vom Autor

selbst entworfen wurden oder auf Schemata in [Zip93, DST88, ASS86] beruhen. In diesem

Abschnitt betrachten wir zun�achst die Darstellung von Polynomen in � CAS und dann die

in diesem System integrierten Algorithmen. Ein besonderer Schwerpunkt liegt dabei auf

den notwendigen Erweiterungen, so da� sie in sapper zur Beweisplanung benutzt werden

k�onnen.

4.2.1 Polynome in � CAS

Bevor Algorithmen zur Manipulation von Polynomen f�ur ein CAS erstellt werden k�onnen,

mu� grunds�atzlich gekl�art sein, wie Polynome repr�asentiert werden bzw. wie ihre Daten-

struktur aussieht. In � CAS wird besonders darauf Wert gelegt, da� Polynome bez�uglich

der Zugeh�origkeit zu einem Polynomring spezi�ziert sind. Das bedeutet insbesondere, da�

Koe�zientenk�orper und Variablenanzahl festgelegt sind.

Bevor wir uns den eigentlichen Datenstrukturen zuwenden, de�nieren wir zun�achst ei-

nige Begri�e f�ur die Polynomdarstellung. (Vergleiche hierzu auch [Zip93], Seite 109f.)

Definition 4.1: Sei p 2 IK[x1; : : : ; xr]; p =
nP
i=1

�ix
e1i
1 � � � x

eri
r ein Polynom in r Variablen

mit Koe�zienten �i 2 IK; i = 1; : : : ; r, dann hei�t die Darstellung von p

� variablendicht , wenn in jedem seiner Monome alle r Variablen vertreten sind, d.h.

auch Nullexponenten werden aufgef�uhrt; variablenarm, wenn sie nicht variablendicht

ist.

� rekursiv , wenn p ein univariates Polynom ist, dessen Koe�zienten wieder Polynome

in r � 1 Variablen sind. Das bedeutet, p kann aufgefa�t werden als ein Polynom in

IK[xr][xr�1] : : : [x1]; expandiert , wenn es ein multivariates Polynom mit Koe�zienten

ausschlie�lich aus IK ist.

� graddicht , wenn p auch alle Monome mit Koe�zienten 0 umfa�t; gradarm, wenn sie

nicht graddicht ist.
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Zum besseren Verst�andnis der in De�nition 4.1 eingef�uhrten Begri�e betrachten wir

das Polynom p = x2y3 + x2z + yz3 + yz2 + z; p 2 ZZ[x; y; z] in verschiedenen gradarmen

Darstellungen. p1 = x2y3 + x2z + yz3 + yz2 + z ist dann in expandierter und p2 = x2(y3 +

z)+y(z3+z2)+z in rekursiver, jeweils variablenarmer Darstellung. In den variablendichten

Repr�asentationen werden auch diejenigen Variablen aufgef�uhrt, deren Exponenten 0 sind,

wobei f�ur p die expandierte Darstellung p3 = x2y3z0 + x2y0z1 + x0y1z3 + x0y1z2 + x0y0z1

und p4 = ((z0)y3 + (z1)y0)x2 + ((z3 + z2)y + (z1)y0)x0 die rekursive ist. Man erkennt nun,

da� p2 und p4 jeweils als Elemente in ZZ[z][y][x] zu verstehen sind, also als Polynome in der

Variablen x, deren Koe�zienten wiederum Polynome aus ZZ[z][y] sind.

Betrachten wir nun im folgenden Polynome in variablendichter, expandierter Darstel-

lung, dann ist es uns m�oglich, bez�uglich der einzelnen Monome eine Ordnung zu de�nieren.

Definition 4.2 (Monom-Ordnung): Seien m = �xe11 � � � xerr und n = �xf11 � � � xfrr Mo-

nome in IK[x1; : : : ; xr], mit �; � 2 IK und ei; fi 2 IN; i = 1; : : : ; r, dann ist

� m exponentengleich n, m=E n, wenn f�ur alle i = 1; : : : ; r gilt ei = fi,

� m exponentengr�o�er n, m>E n, wenn ei = fi und ei+1 > fi+1 gilt f�ur 0 � i < r,

ansonsten ist m exponentenkleiner n, m<E n.

Mit Hilfe von De�nition 4.2 k�onnen die einzelnen Monome eines Polynoms so geordnet

werden, da� wir immer eine Normalform f�ur Polynome angeben k�onnen.

Definition 4.3 (Polynom-Ordnung): Sei p =
nP
i=1

mi ein Polynom, dann ist p in nor-

maler Ordnung , wenn f�ur seine Monome gilt: mi<Emi+1; i = 1; : : : ; i� 1

F�ur die konkrete Datenstruktur von Polynomen in � CAS hat sich der Autor f�ur eine

gradarme, variablendichte, expandierte und normalgeordnete Darstellung entschieden. Va-

riablendichte, expandierte Darstellung erm�oglicht direkte Exponentenvergleiche und damit

e�ziente Algorithmen; durch gradarme Repr�asentation wird der Speicherverbrauch auch

bei schwachbesetzten multivariaten Polynomen in Grenzen gehalten. Implementiert ist die-

se Darstellung durch eine gem�a� De�nition 4.3 geordnete Liste von Monomen. Die Monome

selbst sind wiederum Listen der Form (Koeffizient Exponent1 : : : Exponentr) f�ur Poly-

nome in r Variablen. Damit ergibt sich allgemein f�ur ein Polynom p 2 IK[x1; : : : ; xr]; p =
nP
i=1

�ix
e1i
1 � � � x

eri
r folgende Listenrepr�asentation:

p : ((�n e1n � � � ern) (�n�1 e1n�1 � � � ern�1) � � � (�1 e11 � � � er1))

Unser Polynom p = x2y3 + x2z + yz3 + yz2 + z entspricht in � CAS also einer Liste der

Form ((1 2 3 0) (1 2 0 1) (1 0 1 3) (1 0 1 2) (1 0 0 1))
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(defclass ca+polynomial ()

((var-number :initarg :var-number

:initform 1

:reader ca~poly-var-number)

(data :initarg :data-list

:initform nil

:accessor ca~poly-data)))

Abbildung 4.2: Die CLOS-De�nition der Oberklasse von Polynomen in � CAS

Zus�atzlich zu dieser Datenliste enth�alt jedes Polynom explizit die Variablenanzahl bei-

geordnet. Abbildung 4.2 zeigt die allgemeine De�nition der CLOS-Klasse f�ur Polynome in

� CAS, deren Attribute sowohl die Liste als auch die Variablenanzahl sind. (Zu den allge-

meinen Begri�en des objektorientierten Programmierens siehe auch [CN94], zu Begri�en

aus CLOS [Kee89].)

(defclass ca+nat-polynomial (ca+polynomial)

())

(defclass ca+int-polynomial (ca+polynomial)

())

(defclass ca+rat-polynomial (ca+polynomial)

())

(defclass ca+real-polynomial (ca+polynomial)

())

(defclass ca+complex-polynomial (ca+polynomial)

())

Abbildung 4.3: Die CLOS-De�nition der Unterklassen von ca+polynomial

Um Polynome auch nach ihren Koe�zienten spezi�zieren zu k�onnen, werden Unter-

klassen f�ur Polynome mit verschiedenen Koe�zientenk�orpern zur Verf�ugung gestellt. Im

derzeitigen Stand der Implementation von � CAS existieren Klassen f�ur Polynome aus den

nat�urlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen (vergleiche Abbildung 4.3).

4.2.2 Algorithmen in � CAS

� CAS stellt die grundlegenden und einfachen Algorithmen zur Manipulation von Polyno-

men zur Verf�ugung. Dabei handelt es sich haupts�achlich um die in Abschnitt 4.1.2 vorge-

stellten Operationen auf Polynomen; dar�uber hinaus werden aber auch noch einige andere

Funktionen bereitgestellt, wie z.B. Operationen zur Nullstellenbestimmung oder zur Aus-

wertung von Polynomen. Eine Besonderheit der Algorithmen ist eine Erweiterung, so da�
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sie gen�ugend Informationen �uber ihre einzelnen Rechenschritte liefern und es damit erm�ogli-

chen, einen vollst�andigen ND-Beweis f�ur die jeweiligen Berechnungen zu konstruieren. Im

folgenden sollen nur die notwendigen Erweiterungen im Vordergrund stehen, w�ahrend die

Algorithmen selbst nur eine untergeordnete Rolle spielen.

Die Erweiterungen der Algorithmen von � CAS wurde nach zwei Kriterien vorgenom-

men. Zum einen sollen die Algorithmen ausreichende Informationen �uber ihr Rechenverhal-

ten liefern, so da� daraus ein vollst�andiger Beweisplan konstruiert werden kann. Hierf�ur mu�

jeder signi�kante Rechenschritt des Algorithmus, also jede Manipulation der Datenstruktur,

auf der der Algorithmus arbeitet, protokolliert werden. Zum anderen soll das Rechenverhal-

ten der Algorithmen durch die vorgenommenen Erweiterungen nicht ver�andert werden. Das

bedeutet, da� au�er durch Zusatzausgaben oder einige zus�atzliche mitverwaltete Variablen

das Schema eines Algorithmus nicht modi�ziert werden soll.

(defgeneric ca~polynomial-addition (poly1 poly2)

(:method ((poly1 ca+polynomial) (poly2 ca+polynomial))

(CA=OUTPUT-TACTIC 'POLYNOMIAL-ADDITION)

(ca~create-polynomial

(ca=padd-recursive (ca~poly-data poly1) (ca~poly-data poly2))

:field (ca~get-poly-field poly1)

:var (ca~poly-var-number poly1))))

(defun ca=padd-recursive (data1 data2)

(cond ((null data1) data2)

((null data2) data1)

((ca=exp-equal (ca=exps (first data1)) (ca=exps (first data2)))

(CA=OUTPUT-TACTIC 'MONOMIAL-ADDITION)

(append (list

(append (list

(+ (ca=coeff (first data1))

(ca=coeff (first data2))))

(ca=exps (first data1))))

(ca=padd-recursive (rest data1) (rest data2))))

((ca=exp-greater (ca=exps (first data1)) (ca=exps (first data2)))

(CA=OUTPUT-TACTIC 'POP-FIRST)

(append (list (first data1))

(ca=padd-recursive (rest data1) data2)))

(t (CA=OUTPUT-TACTIC 'POP-SECOND)

(append (list (first data2))

(ca=padd-recursive data1 (rest data2))))))

Abbildung 4.4: Rekursiver Algorithmus zur Polynomaddition in CLOS

Als Beispiel betrachten wir die Polynomaddition in � CAS, deren CLOS-Code in Ab-
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bildung 4.4 zu sehen ist. Der Algorithmus selbst ist in zwei Funktionen unterteilt: In eine

Methode f�ur die polymorphe Funktion ca�polynomial-addition, die auf zwei Objekten

des Typs ca+polynomial, also zwei Polynomen (siehe Abbildung 4.2), arbeitet, und eine

Funktion ca=padd-recursive, die rekursiv mit den Datenlisten der beiden Argumente von

ca�polynomial-addition, also den einzelnen Monomen, rechnet.

Wird die Polynomaddition mit zwei Argumenten p =
rP

i=1
mi und q =

sP
i=1

ni aufgerufen,

werden zun�achst die Datenlisten von p und q an die rekursive Funktion �ubergeben. Bei je-

dem Lauf von ca=padd-recursivewerden die Exponentenlisten der jeweils ersten Monome

von p und q verglichen. �Uberlegen wir uns den Algorithmus f�ur die erste Rekursionstiefe,

also f�ur die Monome m1 und n1, dann geschieht Folgendes: Gilt m1=E n1, so werden die

Monome addiert und ca=padd-recursive mit
rP

i=2
mi und

sP
i=2

ni (bzw. den entsprechenden

Datenlisten) erneut aufgerufen. Gilt m1>E n1 (bzw. m1<E n1), so sind
rP

i=2
mi und

sP
i=1

ni

(
rP

i=1
mi und

sP
i=2

ni) die Argumente f�ur den rekursiven Aufruf von ca=padd-recursive. Die-

ser Algorithmus wird so lange durchgef�uhrt, bis eine der beiden Listen leer ist. Da wir in

Abschnitt 4.2.1 die normale Ordnung unserer Polynome gefordert haben, ist das Ergebnis-

polynom des Algorithmus erneut in normaler Ordnung.

Die Erweiterung f�ur die Beweisplanung erfolgt durch Einf�ugen von Aufrufen an die

Funktion ca=output-tactic, deren Aufgabe es ist, einen Taktiknamen und zus�atzliche

Argumente auszugeben. Beim vorliegenden Algorithmus ist aber die Ausgabe blo�er Tak-

tiknamen ausreichend. Bei der Polynomaddition werden hierf�ur vier verschiedene Taktiken

benutzt: polynomial-addition, pop-first, pop-second und monomial-addition. (Ei-

ne Aufstellung dieser Taktiken be�ndet sich in Anhang B) Dabei entspricht die erste Taktik

der Addition der beiden Summen, als die Polynome aufgefa�t werden k�onnen, w�ahrend die

restlichen drei die Operationen auf Monomen beschreiben.

Rechenschritt Taktikausgabe

(3x2 + (2x+ 5)) + (5x3 + (x+ 2)) (polynomial-addition)

(5x3 + ((3x2 + (2x+ 5)) + (x+ 2))) (pop-second)

(5x3 + (3x2 + ((2x+ 5) + (x+ 2)))) (pop-�rst)

(5x3 + (3x2 + (3x+ (5 + 2)))) (monomial-addition)

(5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (monomial-addition)

Abbildung 4.5: Taktikausgabe der � CAS-Berechnung von (4.4)

Zur Erl�auterung der Rechenschritte und damit der Bedeutung der einzelnen Taktiken

untersuchen wir das Verhalten des Algorithmus anhand der einfachen Polynomaddition

p� q = (3x2 + (2x+ 5)) � (5x3 + (x+ 2)): (4.4)
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Abbildung 4.6: Die Systemarchitektur von sapper

Die Rechenschritte und die dazu korrespondierenden Ausgaben der ca=output-tactic-

Funktion sind angegeben in Abbildung 4.5. Zun�achst werden die beiden Polynome p und

q zu einem Polynom zusammengef�ugt, was der polynomial-addition-Taktik entspricht.

Dann wird das kubische Monom in q { das zweite Argument der Polynomaddition { an den

Anfang der Summe gestellt. Diese Information wird mit dem Schl�usselwort pop-second

protokolliert. Ebenso entspricht die pop-first-Taktik einer Umordnung des ersten Sum-

manden im ersten Argument, also dem quadratischen Monom in p. Schlie�lich werden die

restlichen Monome in zwei Schritten addiert. Dies wird jeweils mit monomial-addition

protokolliert.

4.3 Schnittstelle

Das sapper-System kann als eine generische Schnittstelle angesehen werden, das 
-mkrp

mit einem oder mehreren CAS verbindet. Dabei bedeutet generisch, da� das System er-

weiterbar ist, ohne da� �Anderungen an den bereits bestehenden Funktionen vorgenommen

werden m�ussen. Im jetzigen Stadium der Implementation stellt sapper im wesentlichen ei-

ne Verbindung zwischen 
-mkrp und � CAS dar und wird im folgenden auch anhand dieser

beiden Systemteile erl�autert.

Der grundlegende Aspekt f�ur die Systemintegration zwischen 
-mkrp und � CAS ist

eine Master-Slave-Beziehung der beiden Systeme, die durch eine Br�ucke, die Schnittstelle,

realisiert wird. Die Arbeitsweise ist schematisch in Abbildung 4.6 dargestellt und entspricht

dem generellen Paradigma f�ur Systemkombinationen aus [CMP91]. Von der technischen

Seite k�onnen 
-mkrp das CAS als zwei voneinander unabh�angige Prozesse gesehen werden,

von denen der erste Anfragen an letzteren stellen kann und dieser Resultate zur�uckgibt.

Dabei l�auft die Kommunikation nicht direkt zwischen den beiden Systemen, sondern �uber
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einen dritten, ebenfalls unabh�angigen Proze�, den der zwischengeschalteten Schnittstelle.

Deren Rolle ist dabei, das �Ubermitteln von Nachrichten zwischen beiden Systemen zu

automatisieren, indem sie Ausgaben des einen Systems in Daten des anderen umwandelt.

Ein Aufruf von � CAS in 
-mkrp wird also �uber die Schnittstelle an dieses weitergeleitet.

Der Proze� von 
-mkrp be�ndet sich dann so lange im Wartezustand, bis das Resultat einer

Berechnung von � CAS �uber die Schnittstelle zur�uckgegeben wird. Diese Handhabung der

Prozesse ist durch die jetzige Version von 
-mkrp bestimmt und k�onnte in einer sp�ateren

Implementation durchaus ge�andert werden.

Um nun die inhaltlichen Designentscheidungen f�ur die einzelnen Komponenten der

Schnittstelle zu motivieren, betrachten wir zun�achst die an diese gestellten Anforderun-

gen, von denen bereits einige in Kapitel 2.4 aufgef�uhrt wurden:

Selbstverst�andlich soll uns die Schnittstelle erm�oglichen, Beweispl�ane aus CAS-Berechnun-

gen nach 
-mkrp zu importieren. Hierf�ur sollen 
-mkrp und CAS so verbunden werden, da�

weder die Logik in 
-mkrp noch die Schemata der Computeralgebra-Algorithmen ge�andert

werden m�ussen. Dar�uber hinaus sollen die beteiligten Systeme ihre Eigenst�andigkeit erhal-

ten. (Man vergleiche hierzu gegens�atzliche Ans�atze wie zum Beispiel in [GPT94, HC95],

bei denen Logik und Kontrolleinheiten der integrierten Systeme ver�andert werden m�ussen.)

Um nicht bei jeder CAS-Berechnung einen vollst�andigen Beweis f�ur diese zu erhalten { zum

Beispiel w�ahrend der Beweissuche { soll es auch m�oglich sein, nur Resultate des CAS zu

benutzen. Das CAS soll also in einem sogenannten Verbose-Mode, in dem es ausreichende

Informationen �uber die Berechnungen liefert, und daneben als Black-Box , also nur als Lie-

ferant von Ergebnissen, eingesetzt werden k�onnen. Hierf�ur k�onnten wir, wenn n�otig, sogar

verschiedene Algorithmen f�ur die gleiche Berechnung einsetzen und diese eventuell auch

aus verschiedenen CAS. Also sollten auch mehrere CAS gleichzeitig und parallel in sapper

integrierbar sein. Schlie�lich soll es m�oglich sein, dem System neue Algorithmen und CAS

hinzuzuf�ugen, ohne die bestehende Implementation ver�andern zu m�ussen, wof�ur die Funk-

tionalit�at der Schnittstelle m�oglichst allgemein und generisch gehalten werden mu�.

sappers Schnittstelle erf�ullt all diese Anforderungen. Abbildung 4.7 ist die schematische

Darstellung der Schnittstelle zwischen 
-mkrp und � CAS. In ihr ist zu erkennen, da� die

Schnittstelle in zwei voneinander unabh�angige Module eingeteilt werden kann:

� den �Ubersetzer , der Syntax�ubersetzungen zwischen 
-mkrp und � CAS in beiden

Richtungen ausf�uhrt (siehe Abschnitt 4.3.1),

� und den Taktikgenerator , der die Zusatzinformationen eines � CAS-Algorithmus in


-mkrp Beweispl�ane umwandelt (siehe Abschnitt 4.3.2).

In den folgenden Abschnitten werden diese beiden Module n�aher beschrieben, wobei

darauf verwiesen wird, wie diese Realisierung den oben spezi�zierten Anforderungen gerecht

wird.
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Abbildung 4.7: Die Schnittstelle zwischen 
-mkrp und � CAS

4.3.1 �Ubersetzer

Die �Ubersetzungseinheit der Schnittstelle ist zust�andig f�ur die Syntaxtransformation zwi-

schen den angeschlossenen Systemen2, der Deduktionskomponente einerseits und der Com-

puteralgebra-Komponente auf der anderen Seite. Dar�uber hinaus wird aus dem �Ubersetzer

heraus das eigentliche CAS aufgerufen. Um die Verbindung zu � CAS zu spezi�zieren,

wird ein sogenanntes abstraktes CAS de�niert, in dem sowohl die Syntaxtransformationen

als auch eine Funktion zum Aufruf von � CAS angegeben sind. Abbildung 4.8 zeigt die

De�nition eines solchen abstrakten CAS f�ur � CAS.

(ca~defsystem :myCAS

(translations

(p-plus-r1 (ca~polynomial-addition (:realpoly :realpoly :realpoly)))

(p-plus-r2 (ca~polynomial-addition (:realpoly :realpoly :realpoly)))

(p-mult-r1 (ca~polynomial-multiplication (:realpoly :realpoly :realpoly)))

(p-mult-r2 (ca~polynomial-multiplication (:realpoly :realpoly :realpoly)))

(p-deriv-r1 (ca~differentiate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))

(p-deriv-r2 (ca~differentiate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))

(p-integ-r1 (ca~integrate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))

(p-integ-r2 (ca~integrate-polynomial (:realpoly :nat :realpoly)))

)

(call eval))

Abbildung 4.8: De�nition eines abstrakten CAS f�ur � CAS

2Diese speziellen Syntaxtransformationen k�onnten in Zukunft durch eine einheitliche �Ubersetzung in das

OpenMath-Protokoll [AvLS95] ersetzt werden.



50 Kapitel 4. SAPPER

Darin wird zun�achst der Name festgelegt, mit welchem das CAS aus 
-mkrp heraus

angesprochen wird (im Beispiel :mycas); dieser kann, mu� aber nicht, dem Namen des

tats�achlichen CAS entsprechen. Das Schl�usselwort translations leitet eine Reihe von

Syntaxabbildungen ein. Diese sind jeweils von der Form:

(omegafunction (casfunction (argtype1 : : : argtypen resulttype)))

Dies bedeutet, da� eine 
-mkrp-Funktion einer � CAS-Funktion und ihre n Argumente ent-

sprechenden � CAS-Objekten vom Typ argtype1; : : : argtypen zugeordnet werden. Schlie�-

lich gibt resulttype den Typ des � CAS-Objekts an, das als Resultat erwartet wird. Folg-

lich entspricht in Abbildung 4.8 zum Beispiel die Zeile

(p-plus-r1 (ca~polynomial-addition (:realpoly :realpoly :realpoly)))

einer Abbildung der logischen 
-mkrp-Funktion p-plus-r1 auf die � CAS-Funktion

ca�polynomial-addition, deren beide Argumente reelle Polynome sind und die ein eben-

solches als Ergebnis liefert.

Die letzte Komponente eines abstrakten CAS besteht aus dem Schl�usselwort call und

einer Lisp-Funktion, mit deren Hilfe das eigentliche CAS aufgerufen wird. Im Falle von

� CAS handelt es sich dabei um die COMMON LISP-Funktion eval, da � CAS im gleichen

Lisp-Proze� wie sapper l�auft.

Um die im abstrakten CAS spezi�zierten �Ubersetzungen auf Objektebene zu realisieren,

stehen in der �Ubersetzungseinheit zwei polymorphe Funktionen zur Verf�ugung:

ca�build-object �ubersetzt 
-mkrp-Syntax in � CAS-Objekte

ca�rebuild-object transformiert � CAS-Syntax in 
-mkrp-Syntax.

Die Zusammenarbeit der einzelnen Objekte und Funktionen l�auft nach dem in Ab-

bildung 4.9 angegebenen Schema. Nachdem von 
-mkrp � CAS zur Vereinfachung einer

bestimmten Funktion aufgerufen wurde, wird deren computeralgebraisches �Aquivalent in

den Funktionsabbildungen des entsprechenden abstrakten CAS nachgesehen. Mit diesem

Wissen werden die Argumente der 
-mkrp-Funktion durch ca�build-object in � CAS-

Objekte �ubersetzt und der vollst�andige Funktionsaufruf an das CAS �ubergeben. Nachdem

die Berechnung in � CAS ein Resultat liefert, wird dieses anhand des in der Zuordnungs-

tabelle translations angegebenen Typs durch ca�rebuild-object in 
-mkrp-Syntax

transformiert und an 
-mkrp schlie�lich zur�uckgegeben.

Im Falle der beiden Funktionen ca�build-object und ca�rebuild-object bedeutet

polymorph, da� bez�uglich verschiedener Objekte verschiedene Methoden einer Funktion

implementiert sind. Abbildung 4.10 zeigt dies anhand zweier unterschiedlicher Methoden

der ca�build-object Funktion: die erste Methode spezi�ziert, wie reelle Polynome, die
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zweite wie nat�urliche Zahlen in � CAS-Syntax umgewandelt werden. Dabei wird mit Hilfe

der letzten beiden von drei Argumenten der Funktion festgelegt, wann die entsprechende

Methode angewandt wird. Die eigentlichen Syntaxtransformationen werden bei beiden Me-

thoden jeweils in Hilfsfunktionen (ca=build-mycas-poly und ca=build-mycas-number)

durchgef�uhrt.

(defmethod ca~build-object (term (object (eql :realpoly)) (system (eql :mycas)))

(ca=build-mycas-poly :real term))

(defmethod ca~build-object (term (object (eql :nat)) (system (eql :mycas)))

(let ((number (ca=build-mycas-number term)))

(unless (typep number '(integer 1))

(error number))

number))

Abbildung 4.10: Methoden f�ur die polymorphe Funktion ca�build-object

Der Begri� der polymorphen Funktion ist ein wesentlicher Bestandteil des Paradigmas

der objektorientierten Programmierung [CN94, KdRB91], der es erm�oglicht, f�ur bereits

bestehende Funktionen neue Methoden bez�uglich neuer Objekte zu de�nieren. Ebenso sind

abstrakte CAS nichts weiter als Objekte, also konkrete Instanzen einer Klasse. Damit ist es

nun m�oglich, den �Ubersetzungsteil zu erweitern, indem man neue abstrakte CAS de�niert

und neue Methoden f�ur die beiden polymorphen Funktionen. Daf�ur mu� an der bestehenden

Implementation nichts ver�andert werden. Dar�uber hinaus k�onnen durch De�nition mehrerer

abstrakter CAS auch mehrere CAS gleichzeitig in sapper integriert werden. (Zu dieser

erweiterten Systemarchitektur siehe auch Abbildung 4.11)
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Abbildung 4.11: Schnittstelle zwischen 
-mkrp und mehreren CAS

4.3.2 Taktikgenerator

Der Taktikgenerator der Schnittstelle stellt die Mechanismen zur Verf�ugung, um Zusatz-

ausgaben der Computeralgebra-Algorithmen in einen f�ur 
-mkrp verwertbaren Beweisplan

zu transformieren (vergleiche hierzu Abbildungen 4.7 und 4.12). Er ist in zwei mitein-

ander kommunizierende Einheiten unterteilt: in den Generator selbst und eine Kontrolle,

die wichtige zus�atzliche Beweisinformationen verwaltet. Hierzu z�ahlen zum Beispiel die

Zeile, auf die das CAS angewandt wird, oder die Termposition der vom CAS zu vereinfa-

chenden Funktion. Diese Informationen werden bei Aufruf eines CAS in Verbose-Mode von


-mkrp �ubergeben. Demgegen�uber erh�alt der Generator seine Informationen vom jeweiligen

Computeralgebra-Algorithmus, der gem�a� seinem Rechenverhalten Namen von Taktiken

�ubergibt. Im Generator werden diese protokolliert und entsprechend des Kontrollwissens

bearbeitet, was bedeutet, da� die �ubergebene Taktik in eine Sequenz von Taktiken der

Faktenebene expandiert wird. Infolgedessen kann es auch zu �Anderungen innerhalb der

Kontrolle kommen (zum Beispiel m�ussen etwaige Termpositionen aktualisiert werden). So

entsteht w�ahrend des Laufs des Algorithmus ein Beweisplan als eine Sequenz von Taktiken,

der nach Abschlu� der Berechnungen an 
-mkrp zur�uckgegeben wird.

F�ur die Planerstellung selbst stehen dem Generator zwei Arten von Taktiken zur Verf�u-

gung: einfache, die die Anwendung einer einzelnen Hypothese im Beweis beschreiben (dies

ist die Faktenebene [Hua94c]), und komplexe, die einem einzelnen Berechnungsschritt des

Computeralgebra-Algorithmus entsprechen. Diese komplexen Taktiken sind Kombinatio-

nen von einfachen Taktiken mit Hilfe von Taktikalen (siehe Kapitel 3.3.2), also bez�uglich



4.3. Schnittstelle 53

Generator

µCAS

Kontrolle

ΩMKRP

Abbildung 4.12: Daten
u�diagramm f�ur den Taktikgenerator

bestimmter Bedingungen, die mit Hilfe der Kontrolle bestimmt werden. Damit erhalten die

Beweispl�ane im Taktikgenerator eine hierarchische Form, bestehend aus zwei Ebenen: die

der komplexen Taktiken und die der Faktenebene.

Zum besseren Verst�andnis dieses Punktes greifen wir wieder zur�uck auf die Polynom-

addition (4.4) aus Abschnitt 4.2.2. In diesem Beispiel erhalten wir als Beweisplan auf

der Ebene der komplexen Taktiken: (polynomial-addition, pop-first, pop-second,

monomial-addition, monomial-addition). Dieser Plan expandiert zu dem in Abbil-

dung 4.13 dargestellten Plan in einfachenen Taktiken, also auf der Faktenebene. Hierbei

entsprechen die einzelnen einfachen Taktiken der Anwendung der Polynomaddition (P+),

der Kommutativit�at der Addition (C+), der Assoziativit�at der Addition (A+) und der

Monomaddition (M+).

komplexe Taktik Sequenz von einfachen Taktiken

(polynomial-addition) P+

(pop-second) A+, C+, A+

(pop-�rst) A+

(monomial-addition) A+, C+, A+, M+, A+

(monomial-addition) M+

Abbildung 4.13: Expansion der komplexen Taktiken f�ur die Berechnung von (4.4)

Dar�uber hinaus ist zu beachten, da� die einzelnen Taktiken keine Argumente ben�otigen,

da etwaige Zusatzinformationen von der Kontrolle verwaltet werden. So wird im Beispiel

die Termposition der Addition verwaltet, bez�uglich welcher die entsprechende Taktik aus-

gef�uhrt wird. Anhand des vorliegenden Terms wird dann das unterschiedliche Verhalten

der monomial-addition-Taktik bestimmt (zur formalen De�nition dieser Taktik siehe

Anhang B). Dies bedeutet f�ur den Rechenschritt

(5x3 + (3x2 + ((2x + 5) + (x+ 2))));

da� der Taktikgenerator monomial-addition bez�uglich des eingerahmten + expandiert,

was zu der Sequenz (A+, C+, A+, M+, A+) von einfachen Taktiken f�uhrt. Im Schritt

(5x3 + (3x2 + (3x+ (5 + 2))))
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dagegen wird monomial-addition auf (5 + 2) angewendet und expandiert zu M+.

Bei einer Erweiterung von sapper um neue Algorithmen mit Verbose-Mode mu� na-

t�urlich auch der Taktikgenerator expandiert werden k�onnen. Hierzu ist es m�oglich, neue

einfache und komplexe Taktiken hinzuzuf�ugen.

4.4 Arbeitsweise des Systems

Um die Arbeitsweise des gesamten sapper-Systems erkl�aren zu k�onnen, ist es notwendig,

das Zusammenspiel der einzelnen Module der Schnittstelle zu ber�ucksichtigen. Aus diesem

Grunde betrachten wir in diesem Abschnitt zun�achst die Daten�ubertragung innerhalb der

ganzen Schnittstelle anhand von Abbildung 4.14. Anschlie�end werden die verschiedenen

Einsatzm�oglichkeiten von sapper anhand einer Beispielsitzung in 
-mkrp exemplarisch

vorgef�uhrt.

call

Generator

ca~build-object

ca~rebuild-object µCAS

Ubersetzer

Taktikgenerator

Kontrolle

translations

ΩMKRP

Abbildung 4.14: Daten
u�diagramm f�ur das sapper-System

Das Daten
u�diagramm f�ur die Schnittstelle in Abbildung 4.14 zeigt, da� nur im �Uber-

setzungsteil Daten zwischen 
-mkrp und � CAS in beiden Richtungen 
ie�en. Dagegen

transportiert der Taktikgenerator nur Daten von � CAS nach 
-mkrp. Dies bedeutet, da�

nur im �Ubersetzungsteil Wissen dar�uber vorhanden sein mu�, mit welcher Syntax � CAS

anzusprechen ist. Damit ist der Taktikgenerator unabh�angig von dem jeweils benutzten

CAS. Obendrein gen�ugt die Funktionalit�at des �Ubersetzers, um ein CAS ausschlie�lich als

Black-Box in sapper zu integrieren.

Zur Demonstration der beiden unterschiedlichen Verwendungsarten von � CAS in
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sapper betrachten wir erneut den Beweis f�ur die einfache Polynomaddition

THM. ` (3x2 + (2x+ 5))� (5x3 + (x+ 2)) = (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (Open)

Die Abbildungen 4.15 und 4.16 zeigen Aufrufe von � CAS in 
-mkrp f�ur die Polynomaddi-

tion in unserem Theorem. Dabei werden jeweils allgemein mit CALL-CAS ein CAS-Aufruf

bez�uglich der Zeile THM und der Termposition (1) (dies ist die Position der Operation

� in der Formel von THM) spezi�ziert. Als CAS benutzen wir jeweils �CAS. Der einzige

Unterschied zwischen den beiden Aufrufen ist die Benutzung des Verbose-Modes.

OMEGA: CALL-CAS

LINE (NDLINE) A line with term suitable for a CAS: THM

POSITION (INTEGER-LIST) The position of this term: (1)

SYSTEM (SYMBOL) The name of a CAS: MYCAS

FLAG (BOOLEAN) Switch on Verbose Mode: NO

Abbildung 4.15: Aufruf von � CAS als Black-Box-System

OMEGA: CALL-CAS

LINE (NDLINE) A line with term suitable for a CAS: THM

POSITION (INTEGER-LIST) The position of this term: (1)

SYSTEM (SYMBOL) The name of a CAS: MYCAS

FLAG (BOOLEAN) Switch on Verbose Mode: YES

Abbildung 4.16: Aufruf von � CAS als Beweisplaner

Beim ersten Aufruf wird auf diesen verzichtet, und wir erhalten einen einzeiligen Beweis

f�ur THM, dargestellt in Abbildung 4.17. Dabei wird ausschlie�lich das Resultat der Berech-

nungen von � CAS und damit nur die Funktionalit�at der �Ubersetzungseinheit benutzt.

L1. `�x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=I)

THM. ` (�x (3x2 + (2x+ 5))� �x (5x3 + (x+ 2))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (CAS L1)

Abbildung 4.17: Der Beweis von THM durch � CAS als Black-Box-System

Der zweite Aufruf im Verbose-Mode dagegen erzeugt einen ND-Beweis f�ur das Theorem

mit der Ausgabe des Taktikgenerators, die dem Faktenebenenbeweis aus Abbildung 4.18

entspricht. Auf die Darstellung des ganzen ND-Beweises, der 47 Zeilen umfa�t, wurde hier

verzichtet.
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THM. ` (�x (3x2+(2x+5))��x (5x3+(x+2))) = �x (5x3+(3x2+(3x+7))) (=Subst L3,L4)

L3. ` (�x (3x2 + (2x+ 5))� �x (5x3 + (x+ 2))) =

�x ((3x2 + (2x+ 5)) + (5x3 + (x+ 2)))

(P+)

L4. `�x ((3x2 + (2x+ 5)) + (5x3 + (x+ 2))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L7,L8)

L7. ` (((3x2+(2x+5))+5x3)+(x+2)) = ((3x2+(2x+5))+(5x3+(x+2))) (A+)

L8. `�x (((3x2 + (2x+ 5)) + 5x3) + (x+ 2)) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L10,L11)

L10. ` ((3x2 + (2x+ 5)) + 5x3) = (5x3 + (3x2 + (2x+ 5))) (C+)

L11. `�x ((5x3 + (3x2 + (2x+ 5))) + (x+ 2)) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L14,L15)

L14. ` ((5x3+(3x2+(2x+5)))+(x+2)) = (5x3+((3x2+(2x+5))+(x+2))) (A+)

L15. `�x (5x3 + ((3x2 + (2x+ 5)) + (x+ 2))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L18,L19)

L18. ` ((3x2 + (2x+ 5)) + (x+ 2)) = (3x2 + ((2x+ 5) + (x+ 2))) (A+)

L19. `�x (5x3 + (3x2 + ((2x+ 5) + (x+2)))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L22,L23)

L22. ` (((2x+ 5) + x) + 2) = ((2x+ 5) + (x+ 2)) (A+)

L23. `�x (5x3 + (3x2 + (((2x+5) + x) + 2))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L25,L26)

L25. ` ((2x+ 5) + x) = (x+ (2x+ 5)) (C+)

L26. `�x (5x3 + (3x2 + ((x+ (2x+5)) + 2))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L29,L30)

L29. ` ((x+ 2x) + 5) = (x+ (2x+ 5)) (A+)

L30. `�x (5x3 + (3x2 + (((x+2x) + 5) + 2))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L35,L36)

L35. ` (x+ 2x) = 3x (M+)

L36. `�x (5x3 + (3x2 + ((3x+ 5) + 2))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L39,L40)

L39. ` ((3x+ 5) + 2) = (3x+ (5 + 2)) (A+)

L40. `�x (5x3 + (3x2 + (3x+ (5 + 2)))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=Subst L45,L46)

L45. ` (5 + 2) = 7 (M+)

L46. `�x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) = �x (5x3 + (3x2 + (3x+ 7))) (=I)

Abbildung 4.18: Der Beweis von THM auf der Faktenebene
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4.5 Eine notwendige zuk�unftige Erweiterung

Wie in Abschnitt 4.3.2 angesprochen, gleicht der vom Taktikgenerator an 
-mkrp gelieferte

Plan einer Sequenz von Taktiken auf der Faktenebene. Das bedeutet, da� jede Taktik

der Anwendung einer bestimmten Hypothese entspricht. Daf�ur ist es notwendig, da� diese

Hypothesen auch im jeweiligen Beweis vorhanden sind. Im gegenw�artigen Stadium der

Implementation von 
-mkrp ist dies allerdings nicht a priori zu gew�ahrleisten, da f�ur jedes

zu beweisende Theorem auch alle dessen Hypothesen neu angegeben werden m�ussen. Fehlt

eine der vom Taktikgenerator geforderten Annahmen, f�uhrt dies unausweichlich zu einem

Fehler in der Planausf�uhrung. Um dies zu vermeiden, mu� sapper vor dem Hintergrund

einer mathematischen Wissensbasis laufen. Daf�ur bietet sich die 
-mkrp-Datenbank an,

die zuk�unftig aufgebaut werden soll. In ihr wird mathematisches Wissen in der Form von

Theorien gespeichert, die hierarchisch aufeinander aufbauen k�onnen. Eine solche Theorie

stellt Term- und Typdeklarationen, Hypothesen, Taktiken und Methoden zur Verf�ugung.

Theoreme selbst st�unden dann ebenfalls im Kontext einer Theorie, womit bekannt w�are,

welche Hypothesen und Taktiken f�ur ihren Beweis benutzt werden k�onnen.

Beispielweise w�are eine solche Theorie die additive Gruppe der Polynome �uber IR, die

als eine Untertheorie die der reellen Zahlen h�atte. In diesem Fall w�aren in dieser Theorie

die Hypothesen M+ und P+ neu de�niert, w�ahrend sie A+ und C+ erbte. Ebenso k�onnen

dann auch die Taktiken zugeordnet werden: pop-first und pop-second den reellen Zah-

len; polynomial-addition und monomial-addition der additiven Gruppe. �Uber dieser

k�onnte dann der Ring der Polynome �uber IR als n�achste Theorie aufgebaut werden.

Assoziierte man nun auch noch Algorithmen von CAS mit den Theorien der Datenbank,

so da� zum einem die von Algorithmen ausgegebenen Taktiken nur denen in der Theorie

bekannten entsprechen und zum anderen ein Algorithmus nur dann aufgerufen werden kann,

wenn er auch der Theorie zugeordnet ist, in der 
-mkrp gerade arbeitet, k�onnten Fehler bei

der Planausf�uhrung verhindert werden. Dies bedeutete im Beispiel, da� der Algorithmus

zur Addition von reellen Polynomen unserer Theorie der additiven Gruppe angeh�orte. Eine

solche Systemarchitektur ist in Abbildung 4.19 dargestellt.
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Kapitel 5

Erweiterung von

Computeralgebraalgorithmen {

Eine Untersuchung anhand der

Polynommultiplikation

Wie bereits in den vorherigen Kapiteln erw�ahnt, m�ussen herk�ommliche Computeralgebraal-

gorithmen erweitert werden, um aus ihren Berechnungen Beweispl�ane gewinnen zu k�onnen.

Daf�ur ist es nicht nur interessant zu wissen, wie diese Erweiterung aussehen mu�, sondern

auch welche Algorithmen bzw. Algorithmenschemata �uberhaupt zur Planung in Frage kom-

men. In diesem Kapitel wird diese Frage anhand einer Fallstudie untersucht. Daf�ur werden

drei Algorithmen zur Polynommultiplikation betrachtet, die jeweils auf verschiedenen Al-

gorithmenschemata beruhen. Diese wurden teilweise [Zip93] entnommen oder im Falle des

rekursiven Algorithmus in Abschnitt 5.2 vom Autor selbst entworfen.

In den folgenden drei Abschnitten werden jeweils die Algorithmen vorgestellt, analy-

siert und deren Implementation kurz erl�autert. Der Hauptteil der jeweiligen Abschnitte ist

dann den Erweiterungen im Rahmen des Verbose-Modes gewidmet bzw. einer Begr�undung,

warum eine Erweiterung nicht m�oglich ist. Zun�achst wollen wir aber die notwendigen Funk-

tionen vorgestellen, die allen drei Algorithmen gemeinsam sind, und auf die Mathematik

eingehen, in deren Kontext sich die Beweise f�ur die einzelnen Berechnungen be�nden.

In � CAS werden Polynome durch CLOS-Objekte dargestellt (siehe Kapitel 4.2.1), de-

ren Hauptkomponente eine Datenliste mit der Repr�asentation der einzelnen Monome ist.

Durch die Polynommultiplikation entsteht nun ein neues Polynom, dessen Datenliste dem

Ergebnis der Multiplikation entspricht. Die Behandlung der Polynome und ihrer Datenlisten

geschieht in getrennten Funktionen. Abbildung 5.1 zeigt den algorithmischen Vorspann f�ur
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die Polynommultiplikation. Dabei ist die ca�polynomial-multiplication die Funktion,

die eigentlich vom Benutzer von � CAS bzw. in sapper von 
-mkrp aufgerufen wird. Ihr

werden zwei Polynome vom Typ ca+polynomial und ein Schl�usselwort �ubergeben. Mit

den Datenlisten der Eingabepolynome wird ca=polynomial-multiplication aufgerufen,

welches nun bez�uglich des Schl�usselwortes einen der drei in den n�achsten Abschnitten be-

schriebenen Algorithmen aufruft. Diese arbeiten dann ausschlie�lich mit den Datenlisten

der Polynome. Zus�atzlich behandelt ca=polynomial-multiplication die F�alle, in denen

mindestens eines der beiden Polynome das Nullpolynom ist.

(defgeneric ca~polynomial-multiplication (poly1 poly2 &key scheme)

(:method ((poly1 ca+polynomial) (poly2 ca+polynomial) &key scheme)

(ca=output-tactic 'polynomial-multiplication)

(ca~create-polynomial

(ca=polynomial-multiplication (ca=get-poly-data poly1)

(ca=get-poly-data poly2)

scheme)

:field (ca~get-poly-field poly1)

:var (ca=get-poly-var-number poly1))))

(defgeneric ca=polynomial-multiplication (data1 data2 scheme)

(:method ((data1 (eql nil)) (data2 list) scheme)

(ca=output-tactic 'multiply-zero-left)

nil)

(:method ((data1 list) (data2 (eql nil)) scheme)

(ca=output-tactic 'multiply-zero-right)

nil)

(:method ((data1 list) (data2 list) (scheme (eql :rec)))

(ca=polynomial-multiplication-rec1 data1 data2))

(:method ((data1 list) (data2 list) (scheme (eql :it)))

(ca=polynomial-multiplication-it data1 data2))

(:method ((data1 list) (data2 list) (scheme (eql :dc)))

(if (= 1 (length (ca=exps (car data1))))

(ca=polynomial-multiplication-dc data1 data2)

(error))))

Abbildung 5.1: Der algorithmische Rahmen der verschiedenen Polynommultiplikationen

Der Programmcode in Abbildung 5.1 enth�alt bereits einige Taktikausgaben mittels des

ca=output-tacticKommandos. Dabei handelt es sich um komplexe Taktiken (siehe hierzu

auch Kapitel 4.3.2). Zu ihrem Verst�andnis ist es notwendig, zun�achst die Hypothesen zu

betrachten, auf denen diese Taktiken beruhen bzw. die den in ihnen aufgerufenen einfachen

Taktiken entsprechen.

Die Hypothesen f�ur die Polynommultiplikation sind aufgelistet in Abbildung 5.2. Dabei
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P*. P* `8p 8q (p
 q) = �z (pz � qz) (Hyp)

M*. M* `8x 8m 8n 8a 8b (axm � bxn) = (a � b)x(m+n) (Hyp)

DL. DL `8a 8b 8c (a � (b+ c)) = ((a � b) + (a � c)) (Hyp)

DR. DR `8a 8b 8c ((a+ b) � c) = ((a � c) + (b � c)) (Hyp)

C*. C* `8a 8b (a � b) = (b � a) (Hyp)

A+. A+ `8a 8b 8c ((a+ b) + c) = (a+ (b+ c)) (Hyp)

0*. 0* `8x (0 � x) = 0 (Hyp)

Abbildung 5.2: Die notwendigen Hypothesen f�ur die Polynommultiplikation

haben diese im einzelnen folgende Bedeutung:

P* Multiplikation von zwei Polynomen

M* Multiplikation von zwei Monomen

DL Distributivt�at der Multiplikation von links

DR Distributivt�at der Multiplikation von rechts

C* Kommutativit�at der Multiplikation

A+ Assoziativit�at der Addition

0* Multiplikation mit 0

Bei den beiden Hypothesen P* und M* ist zu beachten, da� sie sich in der hier dar-

gestellten Form auf den Fall der Polynom- bzw. Monommultiplikation in IR[x] beziehen.

In Polynomringen mit mehr als einer Variablen sind beide Hypothesen von entsprechend

anderer Form, zum Beispiel f�ur IR[x1; x2]:

P*. P* `8p 8q (p
 q) = �z1 �z2 (pz1z2 � qz1z2) (Hyp)

M*. M* `8x1 8x2 8m1 8m2 8n1 8n2 8a 8b (ax
m1

1 xm2

2 �bxn11 xn22 ) = (a�b)x
(m1+n1)
1 x

(m2+n2)
2 (Hyp)

Die f�ur den jeweiligen Polynomring notwendige Hypothese wird automatisch von den Tak-

tiken selektiert und angewendet.

Damit ist es jetzt m�oglich, die formalen De�nitionen (siehe auch Kapitel 3.3.2) f�ur die in

den Funktionen ca�polynomial-multiplication und ca=polynomial-multiplication

benutzten Taktiken anzugeben. (F�ur die De�nitionen aller sapper bisher bekannten Tak-

tiken siehe auch Anhang B) Diese entsprechen jeweils der Anwendung von einer oder im

Falle der multiply-zero-right-Taktik zwei Hypothesen.

tactic polynomial-multiplication APPLY(P*)

tactic multiply-zero-left APPLY(0*)

tactic multiply-zero-right APPEND(APPLY(C*)

APPLY(0*))

Bei den in den folgenden drei Abschnitten vorgestellten Algorithmen ist zu beachten,

da� sie zwar das Ergebnis der eigentlichen Multiplikation liefern, dieses aber nicht unbedingt

der Datenliste eines Polynoms in normaler Ordnung entsprechen mu�. Sollte Sortieren

notwendig sein, so geschieht dies nach Ablauf des jeweiligen Algorithmus in einer separaten
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Funktion, mit der wir uns im Folgenden aber nicht besch�aftigen wollen. Die von dieser

Funktion benutzten Taktiken und die geforderten Hypothesen sind in Anhang B aufgef�uhrt.

5.1 Iterativer Algorithmus

Der hier vorgestellte iterative Algorithmus entspricht dem Schema der Polynommultiplika-

tion, das jeder Sch�uler im Mathematikunterricht erlernen mu�, und ist wahrscheinlich die

einfachste Form, dieses zu implementieren. Er basiert auf der simplen Tatsache, da� bei

der Multiplikation zweier Polynome jedes Monom des ersten Polynoms mit jedem Monom

des zweiten Polynoms genau einmal multipliziert wird:

Seien p =
nP
i=1

�ix
e1i
1 � � � x

eri
r und q =

mP
j=1

�jx
e1j
1 � � � x

erj
r zwei Polynome in r Va-

riablen, dann l�a�t sich das Produkt von p und q au�assen als

s := p
 q =
nX
i=1

mX
j=1

�i�jx
e1i+e1j
1 � � � x

eri+erj
r (5.1)

Damit ist s ein Polynom mit n �m Monomen, und die Doppelsumme in (5.1) kann als

Vorschrift f�ur den folgenden Algorithmus interpretiert werden

Nimm das erste Monom von p

Multipliziere dieses Monom mit den Monomen von q

F�uge das Ergebnis dem Polynom s an

Entferne das erste Monom aus p

Wiederhole den Algorithmus bis p leer ist

Dieses Schema entspricht programmiertechnisch zwei ineinandergeschachtelter Schlei-

fen: Eine, die alle Monome von p behandelt, und innerhalb dieser eine zweite, die �uber die

Monome von q l�auft und in der die eigentliche Multiplikation vorgenommen wird. F�ur die

Analyse dieses Algorithmus kann die Anzahl der auszuf�uhrenden Monommultiplikationen

einfach abgez�ahlt werden. Bei der Monomanzahl unserer Polynome p und q wird die �au�ere

Schleife n-mal und somit die innere Schleife n � m-mal durchlaufen. Die Gesamtzahl der

Monommultiplikationen entspricht also n �m.

Die Implementation des Algorithmus in CLOS ist dargestellt in Abbildung 5.3. Dabei

entsprechen die Argumente den Datenlisten der Polynome, und das Ergebnis der Funktion

ca=pmult-iterative ist Datenliste des Ergebnispolynoms s. Die erste mapcar-Funktion

ist die Schleife �uber den Monomen von p und die zweite die Schleife �uber q; innerhalb

der cons-Funktion werden die neuen Monome von s gebildet, indem die Koe�zienten der

Monome von p und q multipliziert und die einzelnen Exponenten addiert werden.
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(defun ca=pmult-iterative (p q)

(apply #'append

(mapcar #'(lambda (x)

(ca=output-tactic 'distributivity-right)

(mapcar #'(lambda (y)

(ca=output-tactic 'monomial-multiplication)

(cons (* (ca=coeff x) (ca=coeff y))

(map 'list #'+ (ca=exps x) (ca=exps y))))

q))

(ca=output-tactic 'push-last)

p)))

Abbildung 5.3: Iterative Polynommultiplikation

In diese Schleifen sind nun die Erweiterungen eingef�ugt, die notwendig sind, um einen

ND-Beweis aus der Berechnung des Algorithmus zu konstruieren. Dies geschieht mittels der

Funktion ca=output-tactic, die jeweils den Namen einer Taktik an sappers Taktikge-

nerator (siehe auch Kapitel 4.3.2) �ubergibt. Insgesamt werden innerhalb des Algorithmus

drei verschiedene Taktiken genutzt: zwei in der �au�eren und eine in der inneren Schleife.

Diese Taktiken betrachten wir nun der Reihe nach, beginnend mit den De�nitionen

gem�a� Kapitel 3.3.2. Dabei beziehen sich die Bedingungen der COND-Taktikale der folgenden

Taktiken darauf, ob ein Term von der entsprechenden Form ist. Es seien a; b Monome und

c; d beliebige Polynome:

tactic distributivity-right COND(((a+ c) � d) APPLY(DR))

tactic monomial-multiplication COND(((a � (b+ c))APPEND(APPLY(DL)

APPLY(M*)))

((a � b) APPLY(M*)))

tactic push-last REPEAT-IF(((a+ c) + d)) APPLY(A+)))

Um die intuitive Bedeutung der Taktiken veranschaulichen zu k�onnen, betrachten wir

jetzt die durch sie erzeugten partiellen Beweiseb�aume anhand eines Beispiels. Hierf�ur mul-

tiplizieren wir die bereits in Kapitel 4.2.2 benutzten Polynome p = (3x2 + (2x + 5)) und

q = (5x3 + (x+ 2)) in folgendem Theorem, wobei H1 die Liste der in Abbildung 5.2 ange-

gebenen Hypothesen ist:

THM. H1 ` (�x:(3x2 + (2x1 + 5x0))
 �x (5x3 + (1x1 + 2x0))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(OPEN)

Der vollst�andige ND-Beweis f�ur THM umfa�t genau 201 Zeilen und wird hier weggelassen.

Aber auch der Beweis auf der Faktenebene ist noch ann�ahernd 100 Zeilen lang. Daher

werden wir zur Erl�auterung der einzelnen Taktiken nur den ersten Durchlauf der �au�e-
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ren Schleife im Algorithmus aus Abbildung 5.3 und die dabei entstehenden partiellen Be-

weisb�aume auf der Faktenebene betrachten. Der Beweisplan, der an den Taktikgenerator

�ubergeben wird, ist bez�uglich der einzelnen Rechenschritte dargestellt in Abbildung 5.4.

Rechenschritt Taktikausgabe

(3x2 + (2x+ 5)) � (5x3 + (x+ 2)) (polynomial-multiplication)

((3x2 � (5x3 + (x+ 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) (distributivity-right)

((15x5 + (3x2 � (x+ 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) (monomial-multiplication)

((15x5 + (3x3 + (3x2 � 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) (monomial-multiplication)

((15x5 + (3x3 + 6x2)) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) (monomial-multiplication)

(15x5 + (3x3 + (6x2 + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))))) (push-last)
...

...

Abbildung 5.4: Anfang der Taktik-Ausgabe zur Berechnung der Formel in THM

Wir vernachl�assigen die erste Planzeile, da sie nicht w�ahrend des Laufs des uns in-

teressierenden Algorithmus entsteht und nur zur Vollst�andigkeit aufgef�uhrt ist. Die erste

von unserem Algorithmus zur�uckgegebene Taktik ist also distributivity-right. Sie ent-

spricht bei diesem Schleifendurchlauf einer Anwendung des Distributivit�atsgesetzes von

rechts. Betrachten wir die formale De�nition der Taktik, so erkennen wir, da� dieses nur

dann angewendet wird, wenn der linke Multiplikand aus mindestens zwei Monomen besteht.

Ist der Multiplikand nur ein einzelnes Monom, so hat die Taktik keinerlei Auswirkungen. Die

drei n�achsten Planzeilen sind jeweils monomial-multplication. Von diesen entsprechen

die ersten beiden einer Anwendung der Distributivit�at von links und der Monommulti-

plikation, also dem ersten Fall des COND-Taktikals. Die dritte ist �aquivalent zum zweiten

Fall im COND-Taktikal und damit eine einfache Anwendung der Monommultiplikation. Die

letzte in Abbildung 5.4 aufgef�uhrte Planzeile ist push-last. Deren Verhalten wird durch

das REPEAT-IF-Taktikal bestimmt, was einer n�aheren Untersuchung bedarf. Betrachten wir

im Beispiel den Term (15x5 + (3x3 + 6x2)) als das Polynom (a + c) der Bedingung des

REPEAT-IF-Taktikals, dann wird ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2))) als letzter Term diesem Poly-

nom angef�ugt, und es entsteht (15x5 + (3x3 + (6x2 + ((2x + 5) � (5x3 + (x + 2)))))). Dies

entspricht einer mehrfachen Anwendung der Assoziativit�at der Addition, und zwar solan-

ge der erste Term einem Polynom mit mindestens zwei Monomen entspricht. Da es sich

bei (a + c) um ein Polynom, also immer um einen endlichen Term handelt, terminiert die

Ausf�uhrung der push-last-Taktik.

Damit ergibt sich als Expansion obigen Plans ein partieller Beweisplan auf Faktenebene,

wie in Abbildung 5.5 dargestellt. Wird dieser in 
-mkrp auf das Theorem THM angewendet,

so erhalten wir den in Abbildung 5.7 angegebenen Teilbeweis.

In der Kontrolle von sappers Taktikgenerator werden w�ahrend des Laufes dieses Al-

gorithmus zwei Termpositionen verwaltet. (F�ur unser Beispiel ist dies in Abbildung 5.6
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komplexe Taktik Sequenz von einfachen Taktiken

(polynomial-multiplication) P*

(distributivity-right) DR

(monomial-multiplication) DL, M*

(monomial-multiplication) DL, M*

(monomial-multiplication) M*

(push-last) A+, A+

Abbildung 5.5: Expansion der komplexen Taktiken aus Abbildung 5.4

dargestellt, wobei die Terme an den verwalteten Positionen eingerahmt und die erste bzw.

zweite Termposition mit tiefgestellten Nummerierung gekennzeichnet sind.) Zun�achst wird

beim Aufruf von � CAS bez�uglich der Polynommultiplikation in THM die Termposition

der Funktion 
 gespeichert. Bez�uglich dieser arbeitet die polynomial-multiplication,

deren Code dann die Kontrolle so ver�andert, da� zweimal die Termposition der Multipli-

kationsfunktion � gespeichert wird. Die erste der beiden benutzt distributivity-right,

l�a�t sie unver�andert und setzt die zweite auf die Position der ersten der beiden neuentstan-

denen Multiplikationsfunktionen �. Mit dieser zweiten Position arbeitet nun monomial-

multiplication bei jedem Durchlauf und setzt sie immer auf die neue Position von �

weiter. Das Verhalten dieser Taktik wird dann durch Instantiierung des Ausdruckes in den

Bedingungen des COND-Taktikals bestimmt. So entspricht im Beispiel bei der Anwendung

der Taktik auf

�x ((3x2 �
2 (5x

3 + (x+ 2))) + 1 ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) = : : :

(a� (b+c)) dem Term (3x2 � (5x3+(x+2))). Die Ausf�uhrung von push-last geschieht nun

wieder bez�uglich der ersten der beiden Termpositionen in der Kontrolle. Danach werden

beide Termpositionen auf die Position der verbliebenen Multiplikation � gesetzt.

�x (3x2 + (2x+ 5)) 
 (5x3 + (x+ 2)) = : : :

�x (3x2 + (2x+ 5)) �
1;2 (5x

3 + (x+ 2)) = : : :

�x ((3x2 �
2 (5x

3 + (x+ 2))) +
1 ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) = : : :

�x ((15x5 + (3x2 �
2 (x+ 2))) +

1 ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) = : : :

�x ((15x5 + (3x3 + (3x2 �
2 2))) +

1 ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) = : : :

�x ((15x5 + (3x3 + 6x2)) +
1 ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) = : : :

�x (15x5 + (3x3 + (6x2 + ((2x+ 5) �
1;2 (5x

3 + (x+ 2)))))) = : : :

Abbildung 5.6: Von der Kontrolle verwalteten Termpositionen
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THM. ` (�x (3x2 + (2x+ 5))
 �x (5x3 + (x+ 2))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L3,L4)

L3. ` (�x (3x2 + (2x+ 5))
 �x (5x3 + (x+ 2))) =

�x ((3x2 + (2x+ 5)) � (5x3 + (x+ 2)))

(P*)

L4. `�x ((3x2 + (2x+ 5)) � (5x3 + (x+ 2))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L7,L8)

L7. ` ((3x2 + (2x+ 5)) � (5x3 + (x+ 2))) =

((3x2 � (5x3 + (x+ 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2))))

(DR)

L8. `�x ((3x2 � (5x3 + (x+ 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L11,L12)

L11. ` (3x2 � (5x3 + (x+ 2))) = ((3x2 � 5x3) + (3x2 � (x+ 2))) (DL)

L12. `�x (((3x2 � 5x3) + (3x2 � (x+ 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L18,L19)

L18. ` (3x2 � 5x3) = 15x5 (M*)

L19. `�x ((15x5 + (3x2 � (x+ 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L22,L23)

L22. ` (3x2 � (x+ 2)) = ((3x2 � x) + (3x2 � 2)) (DL)

L23. `�x ((15x5 +((3x2 � x) + (3x2 � 2))) + ((2x+5) � (5x3+ (x+2)))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L29,L30)

L29. ` (3x2 � x) = 3x3 (M*)

L30. `�x ((15x5 + (3x3 + (3x2 � 2))) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L36,L37)

L36. ` (3x2 � 2) = 6x2 (M*)

L37. `�x ((15x5 + (3x3 + 6x2)) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L40,L41)

L40. ` ((15x5 + (3x3 + 6x2)) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) =

(15x5 + ((3x3 + 6x2) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))))

(A+)

L41. `�x (15x5 + ((3x3 + 6x2) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2))))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L44,L45)

L44. ` ((3x3 + 6x2) + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))) =

(3x3 + (6x2 + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))))

(A+)

L45. `�x (15x5 + (3x3 + (6x2 + ((2x+ 5) � (5x3 + (x+ 2)))))) =

�x (15x5 + (10x4 + (28x3 + (8x2 + (9x+ 10)))))

(=Subst L48,L49)

Abbildung 5.7: Der Faktenebenenbeweis f�ur den in Abbildung 5.5 dargestellten Beweisplan
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5.2 Rekursiver Algorithmus

Da LISP eine funktionale Programmiersprache ist, deren Hauptdatenstruktur Listen sind,

l�a�t es sich in ihr besonders einfach und elegant rekursiv programmieren [WH87, May88].

Da Polynome in � CAS prinzipiell als Listen repr�asentiert sind, sind auch die meisten Ope-

rationen auf diesen mittels Rekursion realisiert. So wird f�ur die Polynommultiplikation

ebenfalls ein rekursiver Algorithmus bereitgestellt. Dessen Schema entspricht im wesent-

lichen der in Abschnitt 5.1 vorgestellten Variante; insbesondere die Berechnung der Glei-

chung (5.1). Der eigentliche Unterschied ist der, da� nicht �uber die Monome der beiden

Polynome iteriert wird, sondern da� die Datenlisten mittels zweier rekursiver Funktionen

bearbeitet werden. Damit ist auch dieser Algorithmus schnell analysiert, entsprechen doch

die beiden rekursiven Funktionen gerade den beiden Schleifen des iterativen Algorithmus

aus Abschnitt 5.1. Das hei�t f�ur Polynome mit n und m Monomen werden ebenfalls n �m

Monommultiplikationen ausgef�uhrt.

(defun ca=pmult-recursive1 (p q)

(when p

(ca=output-tactic 'distributivity-right)

(append

(ca=pmult-recursive2 (first p) q)

(ca=pmult-recursive1 (rest p) q))

(ca=output-tactic 'push-last)))

(defun ca=pmult-recursive2 (monomial q)

(when q

(ca=output-tactic 'monomial-multiplication)

(append

(list (cons (* (ca=coeff monomial) (ca=coeff (first q)))

(map 'list #'+ (ca=exps monomial) (ca=exps (first q)))))

(ca=pmult-recursive2 monomial (rest q)))))

Abbildung 5.8: Rekursive Polynommultiplikation

Der Code f�ur beide Funktionen ist dargestellt in Abbildung 5.8. Dabei ist

ca=pmult-recursive1 eine Rekursion auf der Datenliste des Polynoms p und ruft f�ur jedes

Monom in p einmal die Funktion ca=pmult-recursive2 auf. In dieser wiederum wird das

�ubergebene Monom aus p mit den Monomen in q multipliziert. Dies geschieht in der bereits

in Abschnitt 5.1 n�aher erl�auterten cons-Funktion.

Die Erweiterung f�ur die Beweisplanung ist auch beim rekursiven Algorithmus ohne

weiteres m�oglich. Hierzu k�onnen exakt die gleichen Taktiken benutzt werden wie f�ur den

iterativen Algorithmus. Betrachten wir den Code in Abbildung 5.8, so erkennen wir, da�
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die Ausgabe der Taktiken an den Punkten im Algorithmus geschieht, die denen im ite-

rativen entsprechen. So werden Taktiken distibutivity-right und push-last in der

ersten rekursiven Funktion ausgegeben; die erste vor, die zweite nach dem Aufruf von

ca=pmult-recursive2. Von dieser Funktion wird dann monomial-multiplication zu-

r�uckgegeben. Da die beiden mapcar-Schleifen des Algorithmus in Abbildung 5.3 den beiden

rekursiven Funktionen ca=pmult-recursive1 und ca=pmult-recursive2 entsprechen, er-

geben sich die gleichen Berechnungen dieser und damit auch genau die gleichen Beweispl�ane

als Ausgabe.

5.3 Devide-and-Conquer-Algorithmus

In diesem Abschnitt geben wir nun ein Beispiel f�ur einen Algorithmus, dessen Erweiterung

f�ur die Beweisplanung nicht m�oglich ist und erl�autern an anhand dessen die Probleme,

die bei der Erweiterung von Algorithmen auftreten k�onnen. Hierf�ur betrachten wir eine

Polynommultiplikation, die nach dem Devide-and-Conquer -Schema rechnet.

Devide-and-Conquer (eigentlich Devide-Conquer-Merge) ist ein allgemeines Designsche-

ma f�ur Algorithmen, um die Anzahl der Rechenoperationen zum L�osen eines Problems zu

verringern. Dabei wird das urspr�ungliche Problem so lange in Unterprobleme zerlegt (de-

vide), bis diese einfach (meist trivial) gel�ost werden k�onnen (conquer). Diese einzelnen

L�osungen werden dann zusammengef�ugt (merge), so da� eine Gesamtl�osung f�ur das Aus-

gangsproblem entsteht [Wir83, OW90, CLR92].

Auf diesem Schema beruht der Algorithmus von Karatsuba und Ofman zur Multi-

plikation univariater Polynome [KO63]. Dabei macht er sich folgende Gleichung zunutze:

Seien f(x) =
kP

i=1
�ix

i und g(x) =
lP

i=1
�ix

i zwei univariate Polynome, dann k�onnen diese

geschrieben werden als

f(x) = f0(x)x
m + f1(x)

g(x) = g0(x)x
m + g1(x)

wobei f0 ein Polynom vom Grad k�m, g0 ein Polynom vom Grad l�m und f1; g1 Polynome

vom Grad < m sind. Das Produkt von f und g kann nun folgenderma�en berechnet werden:

f(x)g(x) = f0g0x
2m + (f1g0 + f0g1)x

m + f1g1

= f0g0x
2m + ((f1 + g1)(g1 + g0)� f0g0 � f1g1)x

m + f1g1 (5.2)

In Formel (5.2) treten die Produkte f0g0 und f1g1 jeweils doppelt auf, so da� f�ur die

Berechnung von f �g nur drei Polynommultiplikationen ben�otigt werden, die erneut mit dem

Devide-and-Conquer-Schema berechnet werden. Damit ist im Gegensatz zu rekursivem und
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iterativem Algorithmus die Analyse etwas aufwendiger. Nehmen wir ohne Beschr�ankung der

Allgemeinheit an, da� f mehr oder gleich viel Monome umfasse als g, und dar�uber hinaus

die Anzahl der in f vorkommenden Monome n und die Anzahl der Monommultiplikationen

M(n) sei, dann gilt

M(n) = 3M(

�
n

2

�
) = 3 � : : : � 3| {z }

dlog2 ne

M(1) = 3dlog2 ne =
l
nlog2 3

m
= O(n1:57)

Vergleichen wir dieses Ergebnis nun mit denen der Analysen in den Abschnitten 5.1 und 5.2,

die jeweils n�mMonommultiplikationen ben�otigten. Nehmen wir auch hier o.B.d.A. an, da�

n � m gilt, so be�nden sich die Algorithmen in der KlasseO(n2). Dies bedeutet also, da� der

Devide-and-Conquer-Algorithmus bez�uglich der Anzahl von Koe�zientenmultiplikationen

e�zienter ist als die beiden vorhergehenden.

F�ur eine e�ziente Implementation des Algorithmus ist es au�erdem wichtig, da� f0

und f1 m�oglichst gleich viele Monome enthalten. Das bedeutet, bei gerader Anzahl von

Monomen in f enth�alt f0 gleich viele Monome wie f1, bei ungerader Anzahl in f enth�alt

f0 genau ein Monom mehr als f1. Abbildung 5.9 zeigt die LISP-Implementation des Al-

gorithmus. In diesem werden zun�achst in der let*-Umgebung der Grad m berechnet und

bez�uglich dessen die Polynome geteilt. Der Hauptteil der Funktion besteht aus einer gro�en

Fallunterscheidung mit Hilfe der cond-Funktion (hierbei handelt es sich um die COMMON

LISP-Funktion cond und nicht um das in Kapitel 3.3.2 De�nition 3.23 eingef�uhrte Tak-

tikal). Dabei werden vier F�alle unterschieden, die, in dieser Reihenfolge im Algorithmus,

folgenden Berechnungen entsprechen (Diese sind in Abbildung 5.9 mit Kommentarzeilen

gekennzeichnet.):

1. f besteht insgesamt aus einem Monom: Wir multiplizieren dieses Monom innerhalb

des mapcar-Befehls mit dem Polynom g.

2. Polynom g0 existiert nicht: Wir berechnen die Formel

[(f1 + f0)g1 � f1g1]x
m + f1g1 = f0g1x

m + f1g1

mittels rekursiver Aufrufe von ca=pmult-devide-and-conquer bez�uglich (f1 + f0)

und g0 bzw. f1 und g1.

3. Polynom g1 ist leer: Wir berechnen

f0g0x
2m + [(f1 + f0)g0 � f0g0]x

m = f0g0x
2m + f1g0x

m:

4. Alle Teilpolynome enthalten mindestens ein Monom: Wir berechnen die urspr�ungliche

Formel aus (5.2).
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(defun ca=pmult-devide-and-conquer (f g)

(let* ((m (ca=degree-of-split f))

(f0 (ca=split-poly-at-exponent f m))

(f1 (ca=trim-poly-list f (length f0)))

(g0 (ca=split-poly-at-exponent g m))

(g1 (ca=trim-poly-list g (length g0))))

(cond ((null f1) (mapcar #'(lambda (x)

(cons

(* (ca=coeff x) (ca=coeff (first f0)))

(list (+ (first (ca=exps x)) m))))

g))

((null g0) (let ((y (ca=pmult-devide-and-conquer f1 g1))

(z (ca=pmult-devide-and-conquer f0 g1)))

;; f0 g1 x^m + f1 g1

(ca=padd-recursive

(ca=add-exponent z m)

y)))

((null g1) (let ((x (ca=pmult-devide-and-conquer f0 g0))

(z (ca=pmult-devide-and-conquer f1 g0)))

;; f0 g0 x^2m + f1 g0 x^m

(ca=padd-recursive

(ca=add-exponent x (* 2 m))

(ca=add-exponent z m))))

(t (let ((x (ca=pmult-devide-and-conquer f0 g0))

(y (ca=pmult-devide-and-conquer f1 g1))

(z (ca=pmult-devide-and-conquer

(ca=padd-recursive f1 f0)

(ca=padd-recursive g1 g0))))

;; f0 g0 x^2m + [(f1 + f0)(g1 + g0) - f0 g0 - f1 g1] x^m + f1 g1

(ca=padd-recursive

(ca=padd-recursive

(ca=add-exponent x (* 2 m))

(ca=add-exponent

(ca=psubtr-recursive z (ca=padd-recursive x y))

m))

y))))))

Abbildung 5.9: Polynommultiplikation nach Karatsuba und Ofman
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Nach der ausf�uhrlichen Betrachtung des Algorithmus stellt sich nun die Frage, inwieweit

es m�oglich ist, ihn durch Taktikausgaben zu erweitern und damit zur Beweisplanung einzu-

setzen. Hierzu k�onnen wir zun�achst feststellen, da� die in Taktiken, die wir f�ur die beiden

vorangegangenen Algorithmen benutzt haben, f�ur den Devide-and-Conquer-Algorithmus

nicht brauchbar sind, da sie seinem Schema nicht angepa�t werden k�onnen. Folgten wir

aber genau diesem Schema, erhielten wir einen Beweis, der den Berechnungen des Algo-

rithmus entspricht. Dieser w�are dann allerdings wenig geeignet, die einzelnen Rechenschritte

bei der Polynommultiplikation nachzuvollziehen oder Beweiserkl�arungen daraus zu gewin-

nen. Aufgabe dieser Diplomarbeit ist es schlie�lich, nicht nur vollst�andige, sondern auch

darstellbare Beweise aus Algorithmen zu extrahieren und nicht die Korrektheit einzelner

Algorithmen zu pr�ufen. Dies ist mit herk�ommlichen Mechanismen zur Softwareveri�kation

sicher besser machbar.

Eine weitere M�oglichkeit w�are die Rekonstruktion eines Beweises aus den Berechnungen

des Algorithmus, der dem in Abbildung 5.7 �ahnelt. Vom Autor wurden mehrere Versuche

unternommen, dies zu realsieren. Diese scheiterten jedoch aus folgenden Gr�unden:

Werden im rekursiven und iterativen Algorithmus Monome ausschlie�lich durch Mul-

tiplikation und erst danach durch Addition berechnet, so erfolgt im Devide-and-Conquer-

Algorithmus die Berechnung durch eine Mischung aus Addition, Subtraktion und Multipli-

kation. Dadurch da� die Anzahl der Koe�zientenmultiplikationenm�oglichst gering gehalten

wird, wird ein Datum zum Errechnen mehrer verschiedener Monome eingesetzt. Damit ist

eine Taktikausgabe w�ahrend der eigentlichen Multiplikation auch dann nicht m�oglich, wenn

die vorher durchlaufenen Fallunterscheidungen innerhalb des Algorithmus registriert wur-

den. Diese Problematik wird noch dadurch verst�arkt, da� f�ur verschieden lange Polynome

die gleichen F�alle durchlaufen. Betrachten wir zum Beispiel erneut die Polynommultipli-

kation aus dem Theorem THM in Abschnitt 5.1, so werden bei deren Berechnung dreimal

der vierte Fall durchlaufen und neun Koe�zientenmultiplikationen durchgef�uhrt. Addieren

wir zum zweiten Polynom 5x2 + x + 2 noch ein quadratisches Monom x2, so werden bei

dieser Polynommultiplikation genau die gleichen F�alle in gleicher Reihenfolge und gleicher

Rekursionstiefe durchlaufen und nur zwei Koe�zienten mehr multipliziert.

Eine M�oglichkeit zur L�osung des Problems k�onnte darin bestehen, die Taktikausgaben

in die Algorithmen zur Addition und Subtraktion einzubauen. Dies w�urde aber bedeuten,

da� einerseits die urspr�unglichen Algorithmen hierf�ur nicht mehr benutzt werden k�onnten,

da in diesen bereits andere Taktiken ausgegeben werden, andererseits, da� die eigentlichen

Monommultiplikationen in diesen simuliert werden m�u�ten. Es wird allerdings vom Au-

tor bezweifelt, da� dies mit vertretbarem Aufwand gemacht werden kann. Dar�uber hinaus

wirft es die Frage auf, ob die komplizierte Erweiterung elaborierter Algorithmen, wie dem

vorliegenden �uberhaupt notwendig und w�unschenswert ist. Statt dessen w�are es durchaus
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m�oglich, schnelle und e�ziente Algorithmen ohne Verbose-Mode zur Beweissuche zu be-

nutzen und zum Nachweis der Korrektheit einer Berechnung Algorithmen mit iterativem

oder rekursivem Charakter einzusetzen. Wie wir in diesem Kapitel gesehen haben, sind

Taktiken f�ur diese sehr �ahnlich dem Rechenschema des Algorithmus und ihre Ausgabe mit

wenig Aufwand zu erreichen.



Kapitel 6

Ein Beispiel

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln sapper vorgestellt und beschrieben worden

ist, wird in diesem Kapitel seine Anwendung auf ein konkretes Beispiel betrachtet. Dabei

handelt es sich um ein Optimierungsproblem aus der �Okonomie. Die konkrete Aufgabe ist

die Minimierung der Kostenfunktion einer Maschine bei der Herstellung eines Produkts.

Dieses Beispiel ist aus verschiedenen Gr�unden gut geeignet zur Demonstration des Zu-

sammenspiels von Deduktion und Computeralgebra. Erstens handelt es sich bei solchen

Optimierungsaufgaben um Probleme, die stets nach dem gleichen Schema gel�ost werden

k�onnen, was bedeutet, da� sie in einer kompakten Theorie ausgedr�uckt werden k�onnen.

Zweitens ist die Mathematik, die sich hinter ihnen verbirgt, so �uberschaubar, da� deren

Kodierung in 
-mkrp hier vollst�andig erl�autert werden kann. Und drittens handelt es sich

bei den ben�otigten Berechnungen fast ausschlie�lich um Polynommanipulationen, was den

Einsatz von sapper zur L�osung derartiger Aufgaben besonders geeignet erscheinen l�a�t.

Im folgenden Abschnitt wird zun�achst die Problemstellung f�ur das Beispiel vorgestellt.

Abschnitt 6.2 zeigt dessen Darstellung in 
-mkrp und auch die f�ur eine L�osung des Problems

mit Beweis notwendigen Voraussetzungen. Diese L�osung mit sapper und 
-mkrp wird dann

im letzten Abschnitt dieses Kapitels erl�autert.

6.1 Problemstellung

Die Aufgabe selbst ist [WiW], einer Sammlung von Examensaufgaben f�ur Studenten der

Wirtschaftswissenschaften, entnommen. Zur klareren Darstellung wurden vom Autor je-

doch einige der numerischen Werte vereinfacht. Hier nun zun�achst die Beschreibung des

Problems:

In einem Pre�werk sind mittels automatischer Pressen Kot
�ugel zu stanzen. Die Leistungs-

intensit�at d der Presse l�a�t sich zwischen 1 � d � 7 Kot
�ugel pro Minute ver�andern. Zum
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Betrieb des Aggregats werden die zwei Produktionsfaktoren
"
K�uhlmittel\ und

"
Energie\

ben�otigt, deren Verbrauchsfunktion in Abh�angigkeit von der Leistungsintensit�at lauten:

� r1 = (4d2 � 18d + 7) l
Kotfl�ugel � r2 = (0:5d2 � 1:5d + 0:5) kWh

Kotfl�ugel

mit folgenden Preisen f�ur K�uhlmittel und Strom:

� p1 = 0:5 DM
l � p2 = 2 DM

kWh

Ermittle die Leistungsintensit�at d, so da� die Gesamtkosten der Produktion minimal sind.

Um die Schreibweise der Benennungen im Folgenden zu vereinfachen, werden wir an-

stelle von Kot
�ugeln allgemein von dem Produkt prod sprechen.

Die Aufgabe des Pr�u
ings ist es nun, die Gesamtkostenfunktion f�ur die Maschine zu

berechnen, deren Minimum zu bestimmen und festzustellen, ob dieses tats�achlich der klein-

ste Wert im m�oglichen Intervall f�ur die Leistungsintensit�at ist. Die Gesamtkostenfunktion

f selbst berechnet sich aus der Summe der Einzelkostenfunktionen, die sich wiederum aus

dem Produkt der Verbrauchsfunktionen mit den entsprechenden Preisen ergeben. Das be-

deutet in unserem Fall, da� f := p1 � r1 + p2 � r2
DM
prod

ist. F�ur dieses f wird dann das totale

Minimum im reellen Intervall I = [1; 7] berechnet.

Das Problem selbst kann also mit relativ einfachen analytischen Mitteln gel�ost werden.

Hier m�ochten wir uns aber nicht nur mit der L�osung besch�aftigen, da f�ur deren Berechnung

ein CAS alleine oder auch nur Papier und Bleistift gen�ugen. Vielmehr wollen wir auch die

Korrektheit einer berechneten L�osung garantieren k�onnen. Hierf�ur mu� die Aufgabe geeig-

net in 
-mkrp repr�asentiert werden, wobei besonders darauf geachtet werden mu�, da� die

numerische L�osung des Problems auch berechnet wird. Es mu� also konstruktiv gearbeitet

werden, was bedeutet, da� wir uns nicht mit einem abstrakten Argument zufrieden ge-

ben wollen, das besagt, da� die gegebene Funktion f nat�urlich irgendeinen kleinsten Wert

im Intervall I annimmt. Statt dessen soll dieser kleinste Wert auch konkret ausgegeben

werden. Diese Vorgabe ist bei der Problemkodierung beachtet, die im folgenden Abschnitt

beschrieben ist.

6.2 Problemkodierung in 
-mkrp

Die Kodierung des Minimierungsproblems l�a�t sich im wesentlichen in drei Bereiche unter-

teilen. Zun�achst de�nieren wir in Abschnitt 6.2.1 eine Theorie, in der Einheiten, Kosten-

funktionen und Preise erfa�t und somit Optimierungsprobleme formuliert werden k�onnen.

In Abschnitt 6.2.2 betrachten wir alle Hypothesen, die zur Axiomatisierung der analytischen
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Funktionen n�otig sind. Schlie�lich enth�alt Abschnitt 6.2.3 die Zusammenstellung aller Hy-

pothesen, die f�ur die w�ahrend der Probleml�osung benutzten Polynommanipulationen n�otig

sind.

6.2.1 Eine Theorie der Einheiten

Zur ad�aquaten Beschreibung des Optimierungsproblems und des Rechnens mit Preisen

und Kostenfunktionen de�nieren wir zun�achst eine Theorie der Einheiten. Mit deren Hilfe

werden wir in der Lage sein, innerhalb 
-mkrp Funktionen handzuhaben, die aus einem

numerischen Anteil und einer Benennung bestehen. Zu diesem Zweck erweitern wir die

Menge TB der Basistypen unserer Logik HOL (siehe hierzu Kapitel 3.1) um zwei neue

Typen und de�nieren bez�uglich dieser einige neue Konstanten.

Seien �; � 2 TB, dann bezeichne � den Typ der Einheiten und � den Typ der Kosten.

Damit k�onnen wir nun den benutzten Einheiten f�ur Geld, Liter, Energie und Produkt

den Typ � zuordnen, also DM ; l ; kWh ; prod 2 ��. Kosten mit Typ � betrachten wir als

Paare von reellen Zahlen und Einheiten und Kostenfunktionen mit Typ � ! � als reelle

Funktionen mit zwei zugeordneten Einheiten. Sei also cf 2 ��!� die Kostenfunktion, dann

hat cf die Form cf(f; u; v) mit f 2 ��!� und u; v 2 ��. Das bedeutet also wir k�onnen r1

und r2 unseres Problems schreiben als

� cf(�d 4d2 � 18d+ 7; l ; prod ) � cf(�d 0:5d2 � 1:5d + 0:5; kWh ; prod )

Als n�achstes de�nieren wir Rechenoperationen f�ur die Kostenfunktionen und axioma-

tisieren diese so, da� sie sich korrekt beim Rechnen mit Benennungen verhalten. Es seien

+ ;� 2 �((�!�);(�!�))!(�!�) Addition und Multiplikation auf Kostenfunktionen, dann gel-

ten f�ur diese Operationen die folgenden beiden Axiome:

CF1. CF1 `8f 8g 8u 8v (cf(f; u; v) + cf(g; u; v)) = cf((f � g); u; v) (Hyp)

CF2. CF2 `8f 8g 8u 8v 8w (cf(f; u; v)� cf(g; v; w)) = cf((f 
 g); u; w) (Hyp)

In der Problemstellung aus Abschnitt 6.1 sind neben den Kostenfunktionen auch die

Preise mit Ma�einheiten versehen. Um diese allerdings in unserer Theorie der Einheiten

zu kodieren, m�ussen wir zun�achst betrachten, wie diese in den 
-mkrp-Beweis eingef�uhrt

werden. Der Preis eines Produktionsfaktors soll unabh�angig von Kosten- oder Verbrauchs-

funktionen abgerufen werden k�onnen, was bedeutet, da� er eine Voraussetzung darstellt

bzw. als Hypothese eingef�uhrt wird. Damit entspricht jeder Preis einer einzelnen Aussage

und mu� daher eine Funktion mit dem Bildtyp o sein. Wir de�nieren also ein Pr�adikat

price 2 �(�!�)!o, dessen Argumente eine reelle Funktion und zwei Einheiten sind. Die

reelle Funktion k�onnte durchaus auch durch eine einfache reelle Konstante ausgedr�uckt
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werden, aber zur Demonstration der bisher vorgestellten Algorithmen (insbesondere deren

in Kapitel 5) w�ahlen wir hier bewu�t die Darstellung eines Preises durch ein konstantes Po-

lynom. Mit Hilfe des Pr�adikats price k�onnen nun die Preise p1 und p2 der Problemstellung

als die folgenden Hypothesen angegeben werden:

P-kWh. P-kWh ` price(�d 2;DM ; kWh) (Hyp)

P-l. P-l ` price(�d 0:5;DM ; l) (Hyp)

Um nun aus Preisen und Kostenfunktionen auch die eigentliche Verbrauchsfunktion be-

rechnen zu k�onnen, benutzen wir die in Axiom P de�nierte Implikation.

P. P `8f 8g 8u 8v 8w [price(f; u; v))cf(g; v; w) = cf((f 
 g); u; w)] (Hyp)

Mit all diesen Voraussetzungen in unserer Theorie der Einheiten ist es uns jetzt m�oglich,

eine formale De�nition des Optimierungsproblems anzugeben. Dabei wird die Optimierung

mit einem Pr�adikat Opt mit zwei Argumenten, einer Kostenfunktion und einem Intervall,

formalisiert und durch die Hypothese O axiomatisiert.

O. O `8f 8I [Opt(cf(f;DM ; prod ); I),9x TotMin(x; f; I)] (Hyp)

Diese Hypothese besagt also, da� das Optimierungsproblem bez�uglich der Kostenfunktion

cf(f;DM ; prod ) und dem Intervall I genau dann erf�ullt werden kann, wenn ein totales

Minimum von f in I ist1. Die De�nitionen und Hypothesen f�ur totales Minimum, Intervall,

usw. betrachten wir im n�achsten Abschnitt.

6.2.2 Analytische Theoreme

Hier beginnen wir mit der De�nition des totalen Minimums einer Funktion. Dazu machen

wir es uns zunutze, da� die Kostenfunktion f ein Polynom vom Grad � 2 ist, und benutzen

das folgende Corollar zum Theorem von Rolle ([Heu91] Seite 279 oder [BS91] Seite 269):

Sei f ein Polynom vom Grad 2, dann hat f sein totales Minimum in x 2 [a; b], genau dann

wenn f in x ein Minimum hat, und es gilt f(a) � f(x) � f(b).

Damit erhalten wir in der Syntax unserer Logik die folgende �Aquivalenz als Hypothese:

TotMin. TotMin `8f 8a 8b 8x (TotMin(x; f; [a; b]),

(x 2 [a; b]^(Min(f; x)^((f(x) � f(a))^(f(x) � f(b))))))

(Hyp)

1Tats�achlich mu� der Pr�u
ing in seiner Examensarbeit das Minimum der Kostenfunktion ausrechnen

und �uberpr�ufen, ob dieses im gegebenen Intervall f�ur die Leistungsintensit�at liegt. Ist dies nicht der Fall, so

gilt die Aufgabe als nicht l�osbar.
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In Zeile TotMin benutzen wir mehrere Pr�adikate, die bislang noch nicht de�niert wur-

den. Diese betrachten wir nun in der Reihenfolge ihres Auftretens auf der rechten Seite der

�Aquivalenz: x 2 [a; b], Min(f; x) und (f(x) � f(a)). Das erste der Pr�adikate entspricht

in 
-mkrp Syntax Interv(a; b; x), dessen drei Argumente jeweils Zahlen vom Typ � sind

und das genau dann wahr liefert, wenn x ein Element des Intervalls [a; b] ist. Min ist vom

Typ ((� ! �); �) ! o, ben�otigt also als Argumente eine Funktion und eine Zahl und ist

genau dann wahr, wenn die Zahl das Minimum der Funktion ist. Das letzte Pr�adikat, �,

beschreibt die �ubliche re
exive Halbordnung auf den reellen Zahlen und ist daher vom Typ

(�; �)! o.

Intv. Intv `8a 8b 8x [x 2 [a; b],[(a � x)^(x � b)]] (Hyp)

�-Ax. �-Ax `8x 8y [(x � y),9z [(x+ z) = y^(0 � z)]] (Hyp)

Min. Min `8f 8x [[(@p(f; 1)x) = 0^(0 < (@p(@p(f; 1); 1)x))])Min(f; x)] (Hyp)

Abbildung 6.1: Analytische Theoreme

Die Hypothesen f�ur die Axiomatisierung aller drei Pr�adikate sind angegeben in Abbil-

dung 6.1. Dabei ist in der Zeile Min zu beachten, da� die Schreibweise (@p(f; 1)x) bedeutet,

da� die Ableitung der Funktion f { eine �-Abstraktion { angewandt wird auf das Argument

x. Dies geschieht mit der in Kapitel 3.1 de�nierten �-Reduktion.

6.2.3 Voraussetzungen f�ur die Polynombehandlung

Aus der Beschreibung der Probleml�osung in Abschnitt 6.1 ist zu ersehen, da� es sich bei

Polynommanipulationen um Addition, Multiplikation und Di�erentiation handelt. Im all-

gemeinen Fall der Behandlung von univariaten Polynomen ben�otigen wir f�ur diese Opera-

tionen 15 Hypothesen, dargestellt in Abbildung 6.2. Die meisten von diesen wurden bereits

in vorangegangenen Kapiteln erl�autert (siehe Kapitel 4 und 5). An dieser Stelle sollen nur

kurz die drei Hypothesen vorgestellt werden, die f�ur die Polynomdi�erentiation notwendig

sind: die Zeilen @-const-1, @-mon-1 und @-pol. Dabei besagt @-pol, da� die Ableitung der

Summe zweier Polynome bez�uglich der Variable an der Stelle c (siehe hierzu Kapitel 4.1.2)

die Summe der einzelnen Ableitungen ist. Die beiden anderen Hypothesen beschreiben die

Ableitung eines Monoms bzw. einer Konstanten jeweils bez�uglich der Variablen an erster

Stelle.

Bei den in Abbildung 6.2 angegebenen Hypothesen handelt es sich um alle, die von

den aufgerufenen Algorithmen in sapper benutzt werden k�onnen. Die Berechnungen im

konkreten Fall unseres Beispiels ben�otigen allerdings nur die folgenden: 0+, C+, A+, DL,

M+, P+, M*, P*, @-const-1, @-mon-1 und @-pol.



78 Kapitel 6. Ein Beispiel

0+. 0+ `8x (0 + x) = x (Hyp)

C+. C+ `8a 8b (a+ b) = (b+ a) (Hyp)

A+. A+ `8a 8b 8c ((a+ b) + c) = (a+ (b+ c)) (Hyp)

M+. M+ `8x 8n 8a 8b (axn + bxn) = (a+ b)xn (Hyp)

P+. P+ `8p 8q (p� q) = �z (p(z) + q(z)) (Hyp)

0*. 0* `8x (0 � x) = 0 (Hyp)

C*. C* `8a 8b (a � b) = (b � a) (Hyp)

A*. A* `8a 8b 8c ((a � b) � c) = (a � (b � c)) (Hyp)

M*. M* `8x 8m 8n 8a 8b (axm � bxn) = (a � b)x(m+n) (Hyp)

P*. P* `8p 8q (p
 q) = �z (p(z) � q(z)) (Hyp)

DL. DL `8a 8b 8c (a � (b+ c)) = ((a � b) + (a � c)) (Hyp)

DR. DR `8a 8b 8c ((a+ b) � c) = ((a � c) + (b � c)) (Hyp)

@-const-1. @-const-1 `8a @p(�x ax0; 1) = �x 0 (Hyp)

@-mon-1. @-mon-1 `8a 8b @p(�x axb; 1) = �x (a � b)x(b�1) (Hyp)

@-pol. @-pol `8p 8q 8c @p((p� q); c) = (@p(p; c)� @p(q; c)) (Hyp)

Abbildung 6.2: Die notwendigen Hypothesen f�ur die Polynommanipulationen

6.3 Probleml�osung mit sapper

Nach der Vorarbeit in Abschnitt 6.2 ist es uns nun m�oglich, das Optimierungsproblem in

ein Theorem zu fassen und dieses in 
-mkrp unter Zuhilfenahme von sapper zu zeigen.

THM. H1 `Opt((cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); l ; prod ) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod )); [1; 7])

(Open)

An dieser Stelle soll der Beweis nur grob skizziert werden. Die im Folgenden erkl�arten

Schritte sind aufgef�uhrt in Abbildung 6.3. Dabei entspricht die Anordnung der Zeilen der

Reihenfolge der Inferenzschritte, mit denen das Theorem aus den Hypothesen abgeleitet

wird. W�ahrend der Konstruktion des Beweises wird aber vom Theorem zu den Hypothesen

geschlossen, was zu der angegebenen Zeilennummerierung f�uhrt. (Die ausf�uhrliche Fassung

des Beweises auf ND- und auf Faktenebene be�ndet sich in Anhang A.)

Zun�achst wird die Gesamtkostenfunktion f innerhalb des Optimierungspr�adikats be-

rechnet. Hierzu multiplizieren wir den Preis f�ur Liter mit der entsprechenden Verbrauchs-

funktion. Um dies zu erreichen, m�ussen wir allerdings zun�achst die Hypothese P auf die

Zeile P-l anwenden. Dies geschieht in den ersten sechs Inferenzschritten.

In der so erzeugten Zeile L7 wird dann die Polynommultiplikation durch das Compu-

teralgebrasystem vereinfacht. Nach Abschlu� der Berechnungen von � CAS erhalten wir

Zeile L40 als neue geplante Zeile. In dieser multiplizieren wir diesmal, auf die gleiche Wei-

se wie oben, den Preis f�ur Strom mit der zweiten Verbrauchsfunktion und vereinfachen

erneut mit dem Computeralgebrasystem. Auf die beiden Kostenfunktionen in L80 kann
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...

L193. H14 ` (0 < (@p(@p(�d (3d2 + (�12d1 + 4:5)); 1); 1)2)) (=Subst L247,L249)

L192. H14 ` (@p(�d (3d2 + (�12d1 + 4:5)); 1)2) = 0 (=Subst L196,L198)

...

L158. �-Ax ` (�d (3d2 + (�12d1 + 4:5))2 � �d (3d2 + (�12d1 + 4:5))7) (�I L174)

L157. �-Ax ` (�d (3d2 + (�12d1 + 4:5))2 � �d (3d2 + (�12d1 + 4:5))1) (�I L159)

L155. H13 `Min(�d (3d2 + (�12d1 + 4:5)); 2) ()E L191,L190)

L153. H18 ` 2 2 [1; 7] ()E L328,L327)

...

L144. H10 `TotMin(2; �d (3d2 + (�12d1 + 4:5)); [1; 7]) ()E L152,L151)

L143. H10 `9x TotMin(x; �d (3d2 + (�12d1 + 4:5)); [1; 7]) (9I L144)

...

L137. H9 `Opt(cf(�d (3d2 + (�12d1 + 4:5));DM ; prod); [1; 7]) ()E L143,L142)

...

L85. H7 `Opt(cf((�d (2d2 + (�9d1 + 3:5))�

�d (1d2 + (�3d1 + 1)));DM ; prod); [1; 7])

(=Subst L88,L89)

...

L80. H6 `Opt((cf(�d (2d2 + (�9d1 + 3:5));DM ; prod) +

cf(�d (1d2 + (�3d1 + 1));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L84,L85)

...

L40. H2 `Opt((cf(�d (2d2 + (�9d1 + 3:5));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod )); [1; 7])

(=Subst L46,L47)

...

L7. H2 `Opt((cf((�d 0:5
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod )); [1; 7])

(=Subst L10,L11)

L6. P, P-l ` cf(�d:(4d2 + (�18d+ 7)); l ; prod) =

cf((�d:0:5 
 �d:(4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod)

()E P-l,L5)

L5. P ` [price(�d:0:5;DM ; l))cf(�d:(4d2 + (�18d + 7)); l ; prod ) =

cf((�d:0:5 
 �d:(4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod)]

(8E L4)

...

L1. P `8g:8u:8v:8w:[price(�d:0:5; u; v))cf(g; v; w) =

cf((�d:0:5 
 g); u; w)]

(8E P)

THM. H1 `Opt((cf(�d:(4d2 + (�18d1 + 7)); l ; prod ) +

cf(�d:(1=2d2 + (�3=2d1 + 1=2)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L6,L7)

Abbildung 6.3: Beweisskizze des Optimierungsproblems
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jetzt die Hypothese CF1 angewendet werden und auf die daraus resultierende Zeile L85

wieder � CAS. Die Ausf�uhrung dieser Polynomaddition berechnet die Gesamtkostenfunk-

tion innerhalb des Optimierungspr�adikats in L137. Nach diesem Rechenschritt ist es nun

m�oglich, die �Aquivalenz in der De�nition der Optimierung direkt auszunutzen, was Zeile

L143 ergibt.

Hier ist nun eine entscheidende Stelle im Beweis. Zum einen werden von da an im Beweis

die Hypothesen aus der Theorie der Einheiten nicht mehr ben�otigt und nur noch von den

analytischen Theoremen und den Hypothesen zur Polynombehandlung Gebrauch gemacht.

Zum anderen mu� hier das tats�achliche Minimum des Polynoms �z (3z2 + (�12z1 + 4:5))

eingef�uhrt werden. Das bedeutet also, da� hier die eingangs geforderte Konstruktivit�at

des Beweises tats�achlich gew�ahrleistet ist. Der numerische Wert f�ur das Minimum wird

mittels einer r�uckw�arts angewendeten 9I (siehe Kapitel 3.2) in L143 in den Beweis ein-

gef�uhrt. Hierf�ur kann er interaktiv im � CAS-Kommandointerpreter innerhalb der 
-mkrp-

Umgebung berechnet werden2.

Im Rest des Beweises zeigen wir, da� die eingef�uhrte Zahl tats�achlich im gegebenen

Intervall liegt, die Kostenfunktion an dieser Stelle ein Minimum hat und den kleinsten

Funktionswert annimmt. Auf die Zeile L144 kann nun die De�nition des totalen Minimums

aus der Hypothese TotMin angewendet werden. Damit erhalten wir drei neue geplante

Zeilen: L153, L155, L157 und L158. Von diesen werden L157 und L158 nach einer �-

Reduktion mit Hilfe des �-Axioms und L153 durch Anwendung der De�nition f�ur Intervalle

bewiesen.

Nachdem die Aussagen dieser drei Zeilen { ohne Verwendung von � CAS { gezeigt

wurden, bleibt L155 die einzige noch o�ene Zeile unseres Beweises. Um nun zu best�atigen,

da� 2 tats�achlich ein Minimum unserer Funktion ist, benutzen wir die Hypthese Min. Dies

liefert als neue zu beweisende Ziele L192 und L193. Zur �Uberpr�ufung der Aussagen dieser

Zeilen, n�amlich da� die erste Ableitung der Funktion �z:(3z2 + (�12z1 + 4:5)) an der

Stelle d = 2 gleich 0 bzw. die zweite Ableitung gr�o�er als 0 ist, benutzen wir erneut unser

Computeralgebrasystem im Verbose-Mode.

Nach diesen letzten Schritten ergeben sich keine neuen o�enen Zeilen, und der Beweis

des Optimierungsproblems ist abgeschlossen. Hierf�ur wurde � CAS nicht nur zur Erzeu-

gung von Teilbeweisen im Verbose-Mode, sondern auch zum Berechnen des Minimums der

Kostenfunktion selbst eingesetzt. Als Resultat erhalten wir aber einen Beweis, der rein im

ND-Kalk�ul ist und damit v�ollig unabh�angig vom Computeralgebrasystem und seinen Be-

rechnungen. Benutzt man � CAS w�ahrend des Beweises nicht in seinem Verbose-Mode, so

ergibt sich ein k�urzerer Beweis von 92 Schritten. Da 
-mkrp eine interaktive Beweisumge-

2Eine Automatisierung einer solchen Berechnung k�onnte durch die Einbindung von Aufrufen an das

Computeralgebrasystem in 
-mkrps Planungskomponente geschehen (siehe hierzu Kapitel 7).
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bung ist, entspricht diese Anzahl der Beweisschritte in etwa auch der Zahl der Benutzerin-

teraktionen.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir mit sapper ein System vorgestellt, das es erm�oglicht, aus

Computeralgebraalgorithmen Beweispl�ane zu extrahieren, mit derren Hilfe ND-Beweise

f�ur Berechnungen von der Algorithmen erstellt werden k�onnen. Damit unterscheidet sich

dieser Ansatz zur Integration von Deduktion und Computeralgebra von denen in Kapitel 2.2

vorgestellten insoweit, als er es nicht nur erlaubt, Berechnungen eines CAS w�ahrend eines

Beweises zu benutzen, sondern gleichzeitig auch noch die Korrektheit dieser garantiert.

Mit sapper ist es m�oglich, Rechnungen in Beweisen automatisch ausf�uhren zu lassen,

ohne dabei die Forderung zu verletzen, da� der Beweis ausschlie�lich in den Regeln eines

festvorgegebenen ND-Kalk�uls zu f�uhren ist, um ihn einfach veri�zieren zu k�onnen. Dies

bedeutet, da� die so erstellten Beweise einfach kommunizierbar sind, also in jeder anderen

Beweisumgebung, die mit dem ND-Kalk�ul arbeitet nachvollziehbar sind.

Bei der Konzeption von sapper wurden mehrere wichtige Designkriterien ber�ucksich-

tigt:

� Wie wir in Kapitel 4.3 gesehen haben, ist der Aufbau des Systems generisch. Zum

einen ist es unabh�angig von den im einzelnen verwendeten Systemkomponenten, also

dem Deduktions- und dem Computeralgebrasystem, zum anderen kann sapper leicht

f�ur neu anzuschlie�ende CAS und neu zu integrierende Computeralgebraalgorithmen

erweitert werden.

� sapper stellt die Voraussetzungen bereit, um CAS auf zwei verschiedene Arten einzu-

setzen. Neben dem eigentlichen Zweck von sapper, CAS als Beweisplaner zu nutzen,

k�onnen auch das CAS als Black-Box aufgerufen werden und damit Berechnungen

innerhalb eines Beweises in einem Schritt ausgef�uhrt werden (Kapitel 4.3.1).

� Dar�uber hinaus wurde der sapper zugrunde liegende Taktikmechanismus so realisert,

da� die Beweispl�ane eine hierarchische Struktur erhalten und somit auf verschiedenen
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Ebenen der Abstraktion mit Erkl�arungen versehen werden k�onnen (Kapitel 4.3.2).

Wir haben in Kapitel 5 gezeigt, da� die Extraktion der Beweispl�ane aus Computeralge-

braalgorithmen bei einfachen Algorithmenschemata relativ problemlos erfolgen kann, ohne

das Rechenverhalten des Algorithmus zu ver�andern. Allerdings war es nicht m�oglich, ela-

borierte Algorithmen wie die Polynommultiplikation von Karatsuba und Ofman durch

geeignete Taktikausgaben zu erweitern. Dies l�a�t es naheliegend erscheinen, einfache iterati-

ve und rekursive Algorithmen mit einem Verbos-Mode zu versehen und zur Beweisplanung

zu benutzen.

Das System wurde erfolgreich zum L�osen eines Optimierungsproblems in Kapitel 6

eingesetzt. Der daf�ur erstellte Beweis umfa�t mehr als 350 Zeilen und ist damit weder

durch einen im ND-Kalk�ul arbeitenden automatischen Beweiser noch mit vertretbarem

Aufwand interaktiv durch einen Benutzer von 
-mkrp erstellbar. Dies zeigt die N�utzlichkeit

von sapper bei der L�osung derartiger Probleme.

Als allgemeines Fazit aus den Betrachtungen der vorangegangenen Kapiteln l�a�t sich

wohl sagen, da� Computeralgebrasysteme im Rahmen eines mathematischen Assistenzsy-

stems wie 
-mkrp durchaus einen gr�o�eren Beitrag leisten k�onnen, als das blo�e Liefern

von Ergebnissen f�ur symbolische Rechnungen. Zu diesem Zwecke m�u�ten sie jedoch im

Einklang mit den im Deduktionssystem bekannten Taktiken erweitert werden. Um nun

die Rechenleistung des CAS nicht einzuschr�anken, k�onnte ein solches System zweigeteilten

Aufbau haben. Zum einen sollte unabh�angiges Rechnen mit e�zienten Algorithmen und

Datenstrukturen m�oglich sein, und zum anderen sollte es erlauben, aus einfacheren Algo-

rithmen mittels des Verbose-Modes Erkl�arungen f�ur Zwischenschritte von Berechnungen

zu erhalten.

Aus dem vorgestellten System sapper und den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben sich

Ausblicke, Fragen und Probleme, die einer zuk�unftigen Bearbeitung bed�urfen.

Zun�achst w�are noch einiges an Verbesserungen am vorgestellten System w�unschens-

wert. So m�u�te f�ur gr�o�ere Anwendungen die Anzahl der zur Beweisplanung verf�ugbaren

Computeralgebraalgorithmen erweitert werden oder aber ein bereits existierendes gro�es

Computeralgebrasystem mit einem Verbose-Mode versehen und in sapper eingepa�t wer-

den. Au�erdem sind einige Erweiterungen und Ver�anderungen an 
-mkrp selbst notwendig.

Eine davon wurde bereits in Kapitel 4.5 angesprochen, der Aufbau einer nach Theorien ge-

ordneten mathematischen Wissensbasis. Eine weitere ist eine neue Datenstruktur f�ur Pl�ane

und Beweise, so da� es m�oglich wird, die von sapper erstellten hierarchischen Beweispl�ane

auch direkt in 
-mkrp zu importieren und darzustellen.

Eine weitere m�ogliche Interaktion zwischen 
-mkrp und einem CAS w�are die Integration

von CAS-Aufrufen in der Planungskomponente. Dabei k�onnten innerhalb der Methoden,
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mit denen 
-mkrp Beweispl�ane konstruiert, Ergebnisse von CAS-Berechnungen genutzt

werden, um z.B. damit existenzquanti�zierte Variablen zu ersetzen. In unserem Optimie-

rungsbeispiel k�onnte der Planer dann mit Hilfe des CAS das entsprechende Minimum der

Kostenfunktion berechnen lassen. Dar�uber hinaus sollten vom CAS erstellte Teilpl�ane eben-

falls in die von 
-mkrp geplanten eingepa�t werden.

Um dem System einen gr�o�eren Vorrat an Algorithmen zur Beweisplanung zu ver-

scha�en, m�ussen weitere mit einem Verbose-Mode versehen und entsprechende Taktiken

implementiert werden. Um dies nicht von Hand tun zu m�ussen, w�are ein theoretischer

Rahmen w�unschenswert, der Regeln bereitstellt, nach welchen Algorithmen erweitert und

in Taktiken �ubersetzt werden k�onnen. Au�erdem w�are es auch denkbar, verschiedene Modi

f�ur die Extraktion solcher Informationen zur Verf�ugung zu stellen, die jeweils verschieden

genau den Vorgang in einem Algorithmus protokollieren.


-mkrp ist eine interaktive Beweisumgebung, in der der Benutzer dar�uber entscheidet,

wann und wie ein CAS eingesetzt werden soll. F�ur ein Verbinden von sapper mit st�arker

automatisierten, taktischen Theorembeweisern, m�ussen Kriterien gefunden werden, wann

ein CAS aufgerufen werden kann und wie die erstellten Beweispl�ane eingesetzt werden

k�onnen.

sapper wurde im Rahmen dieser Arbeit auf noch relativ einfache Optimierungsproble-

me angewendet. Dies kann als Ausgangspunkt dienen, um andere wirtschaftswissenschaft-

liche Problemstellungen zu l�osen und das System zu einem KI-Werkzeug f�ur dieses Gebiet

mit nachpr�ufbarer Korrekheit weiterzuentwickeln. Eine andere Klasse von Problemen f�ur

die sapper eingesetzt werden kann, w�aren Beweise f�ur die Anzahl geschlossener Terme {

also Terme ohne freien Variablen (siehe Kapitel 3.1) { in getypten �-Kalk�ulen mit einer

abz�ahlbaren Menge von Basistypen. Diese Anzahl wird im wesentlichen mit einem Algorith-

mus ermittelt, der den Fixpunkt eines Gleichungssystems berechnet, das aus Polynomen

mit Koe�zienten in den nat�urlichen Zahlen besteht [Zai95].



Anhang A

Beweis des Optimierungsproblems

In diesem Anhang be�ndet sich der vollst�andige Beweis f�ur das Optimierungsproblem aus

Kapitel 6, auf den beiden in 
-mkrp verf�ugbaren Darstellungsebenen: der Fakten- und der

ND-Kalk�ulebene. Dabei ist zu beachten, da� in beiden Darstellungen die in Kapitel 4.1.1

eingef�uhrten reellen Zahlen benutzt werden. Dies hat zur Folge, da� der ND-Beweis eigent-

lich noch nicht vollst�andig auf der Kalk�ulebene ist, sondern in ihm immer noch die Taktik

simplify-num benutzt wird.

In den folgenden beiden Abschnitten werden zun�achst der Faktenebenenbeweis und

dann der ND-Beweis angegeben. Diesen werden jeweils die Erl�auterungen von bemerkens-

werten Stellen in den Beweisen vorangestellt. (F�ur die Beschreibung der verwendeten Hy-

pothesen vergleiche Kapitel 6.2.)

A.1 Beweis auf der Faktenebene

Bei den Beweisen auf der Faktenebene, die bisher in dieser Arbeit vorgestellt wurden, wa-

ren die Formeln der einzelnen Zeilen jeweils aus einer leeren Hypothesenliste abgeleitet

(siehe hierzu auch Kapitel 3.3.1). Im vorliegenden Beweis ist dies nicht der Fall; hier ist

unser Theorem THM abh�angig von den beiden Hypothesen, die den Preis der beiden Ko-

stenfaktoren beinhalten. Diese werden im Gegensatz zu allen anderen Hypothesen w�ahrend

des Beweises nicht direkt auf das Theorem angewendet, sondern dienen als Voraussetzung

f�ur die Benutzung des Preisaxioms P in den Zeilen L6 und L46. Dies wird auch ausge-

dr�uckt durch die Begr�undung dieser beiden Zeilen (P P-l) und (P P-kWh), was bedeutet:

P angewendet auf den Preis f�ur K�uhlmittel bzw. Strom.

Eine Begr�undung der Form (R L1; : : : ;Ln) besagt allgemein auf der Faktenebene, da�

die begr�undete Zeile durch die Anwendung der De�nition oder des Axioms R auf die
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Zeilen L1; : : : ;Ln entsteht. So wird zum Beispiel die Formel in der Zeile

L144. `TotMin(2; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]) (TotMin L153,L155,L157,L158)

mit der Anwendung der De�nition in der Hypothese TotMin auf die Zeilen L153, L155,

L157 und L158 begr�undet.

Einige weitere Hypothesen kommen innerhalb des Beweises in den Zeilen L171, L186,

L321, L340 und L352 vor. Sie dienen jeweils, wie zum Beispiel

L171. L171 ` (0 � 3) (Hyp)

zur Begr�undung der Aussage, da� 3 gr�o�er oder gleich 0 ist.

P-kWh. P-kWh ` price(�d 2;DM ; kWh) (Hyp)

P-l. P-l ` price(�d 0:5;DM ; l) (Hyp)

THM. P-kWh,

P-l

`Opt((cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); l ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L6,L7)

L6. P-l ` cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); l ; prod ) =

cf((�d 0:5
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod )

(P P-l)

L7. P-kWh `Opt((cf((�d 0:5 
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L10,L11)

L10. ` (�d 0:5
�d (4d2+(�18d+7))) = �z (0:5�(4z2+(�18z+7))) (P*)

L11. P-kWh `Opt((cf(�z (0:5 � (4z2 + (�18z + 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L14,L15)

L14. ` (0:5 � (4z2 + (�18z+ 7))) = ((0:5 � 4z2) + (0:5 � (�18z+ 7))) (DL)

L15. P-kWh `Opt((cf(�z ((0:5 � 4z2) + (0:5 � (�18z + 7)));DM ; prod ) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L21,L22)

L21. ` (0:5 � 4z2) = 2z2 (M*)

L22. P-kWh `Opt((cf(�z (2z2 + (0:5 � (�18z + 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L25,L26)

L25. ` (0:5 � (�18z + 7)) = ((0:5 � �18z) + (0:5 � 7)) (DL)

L26. P-kWh `Opt((cf(�z (2z2 + ((0:5 � �18z) + (0:5 � 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L32,L33)

L32. ` (0:5 � �18z) = �9z (M*)

L33. P-kWh `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + (0:5 � 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L39,L40)

L39. ` (0:5 � 7) = 3:5 (M*)

L40. P-kWh `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L46,L47)

L46. P-kWh ` cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod) =

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)));DM ; prod )

(P P-kWh)

L47. `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)));DM ; prod )); [1; 7])

(=Subst L50,L51)

L50. ` (�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5))) =

�z (2 � (0:5z2 + (�1:5z + 0:5)))

(P*)

L51. `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z (2 � (0:5z2 + (�1:5z + 0:5)));DM ; prod )); [1; 7])

(=Subst L54,L55)

L54. ` (2�(0:5z2+(�1:5z+0:5))) = ((2�0:5z2)+(2�(�1:5z+0:5))) (DL)

L55. `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z ((2 � 0:5z2) + (2 � (�1:5z + 0:5)));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L61,L62)
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L61. ` (2 � 0:5z2) = z2 (M*)

L62. `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z (z2 + (2 � (�1:5z + 0:5)));DM ; prod )); [1; 7])

(=Subst L65,L66)

L65. ` (2 � (�1:5z + 0:5)) = ((2 � �1:5z) + (2 � 0:5)) (DL)

L66. `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z (z2 + ((2 � �1:5z) + (2 � 0:5)));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L72,L73)

L72. ` (2 � �1:5z) = �3z (M*)

L73. `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z (z2 + (�3z + (2 � 0:5)));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L79,L80)

L79. ` (2 � 0:5) = 1 (M*)

L80. `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z (z2 + (�3z + 1));DM ; prod )); [1; 7])

(=Subst L84,L85)

L84. ` (cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z (z2 + (�3z + 1));DM ; prod )) =

cf((�z (2z2+(�9z+3:5))��z (z2+(�3z+1)));DM ; prod)

(CF1)

L85. `Opt(cf((�z (2z2 + (�9z + 3:5))�

�z (z2 + (�3z + 1)));DM ; prod); [1; 7])

(=Subst L88,L89)

L88. ` (�z (2z2 + (�9z + 3:5))� �z (z2 + (�3z + 1))) =

�z ((2z2 + (�9z + 3:5)) + (z2 + (�3z + 1)))

(P+)

L89. `Opt(cf(�z ((2z2+(�9z+3:5))+(z2+(�3z+1)));DM ; prod);

[1; 7])

(=Subst L92,L93)

L92. ` (((2z2 + (�9z + 3:5)) + z2) + (�3z + 1)) =

((2z2 + (�9z + 3:5)) + (z2 + (�3z + 1)))

(A+)

L93. `Opt(cf(�z (((2z2+(�9z+3:5))+z2)+(�3z+1));DM ; prod );

[1; 7])

(=Subst L95,L96)

L95. ` ((2z2 + (�9z + 3:5)) + z2) = (z2 + (2z2 + (�9z + 3:5))) (C+)

L96. `Opt(cf(�z ((z2+(2z2+(�9z+3:5)))+(�3z+1));DM ; prod);

[1; 7])

(=Subst L99,L100)

L99. ` ((z2 + 2z2) + (�9z + 3:5)) = (z2 + (2z2 + (�9z + 3:5))) (A+)

L100. `Opt(cf(�z (((z2+2z2)+(�9z+3:5))+(�3z+1));DM ; prod);

[1; 7])

(=Subst L105,L106)

L105. ` (z2 + 2z2) = 3z2 (M+)

L106. `Opt(cf(�z ((3z2+(�9z+3:5))+(�3z+1));DM ; prod ); [1; 7]) (=Subst L109,L110)

L109. ` ((3z2 + (�9z + 3:5)) + (�3z + 1)) =

(3z2 + ((�9z + 3:5) + (�3z + 1)))

(A+)

L110. `Opt(cf(�z (3z2+((�9z+3:5)+(�3z+1)));DM ; prod); [1; 7]) (=Subst L113,L114)

L113. ` (((�9z + 3:5) +�3z) + 1) = ((�9z + 3:5) + (�3z + 1)) (A+)

L114. `Opt(cf(�z (3z2+(((�9z+3:5)+�3z)+1));DM ; prod ); [1; 7]) (=Subst L116,L117)

L116. ` ((�9z + 3:5) +�3z) = (�3z + (�9z + 3:5)) (C+)

L117. `Opt(cf(�z (3z2+((�3z+(�9z+3:5))+1));DM ; prod); [1; 7]) (=Subst L120,L121)

L120. ` ((�3z +�9z) + 3:5) = (�3z + (�9z + 3:5)) (A+)

L121. `Opt(cf(�z (3z2+(((�3z+�9z)+3:5)+1));DM ; prod); [1; 7]) (=Subst L126,L127)

L126. ` (�3z +�9z) = �12z (M+)

L127. `Opt(cf(�z (3z2 + ((�12z + 3:5) + 1));DM ; prod ); [1; 7]) (=Subst L130,L131)

L130. ` ((�12z + 3:5) + 1) = (�12z + (3:5 + 1)) (A+)

L131. `Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + (3:5 + 1)));DM ; prod ); [1; 7]) (=Subst L136,L137)

L136. ` (3:5 + 1) = 4:5 (M+)
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L137. `Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + 4:5));DM ; prod); [1; 7]) (O L144)

L144. `TotMin(2; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]) (TotMin L153,L155,

L157,L158)

L153. ` 2 2 [1; 7] (Intv L329,L330)

L155. `Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2) (Min L192,L193)

L157. ` (�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1) (�I L159)

L158. ` (�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))7) (�I L174)

L159. ` (((3�22)+((�12�21)+4:5)) � ((3�12)+((�12�11)+4:5))) (Simplify-Num L160)

L160. ` (�7:5 � ((3 � 12) + ((�12 � 11) + 4:5))) (Simplify-Num L161)

L161. ` (�7:5 � �4:5) (�-AX L167)

L167. `9z [(�7:5 + z) = �4:5^(0 � z)] (9I L168)

L168. ` [(�7:5 + 3) = �4:5^(0 � 3)] (^I L169,L171)

L169. ` (�7:5 + 3) = �4:5 (Simplify-Num L173)

L171. L171 ` (0 � 3) (Hyp)

L173. `�4:5 = �4:5 (=I)

L174. ` (((3�22)+((�12�21)+4:5)) � ((3�72)+((�12�71)+4:5))) (Simplify-Num L175)

L175. ` (�7:5 � ((3 � 72) + ((�12 � 71) + 4:5))) (Simplify-Num L176)

L176. ` (�7:5 � 67:5) (�-AX L182)

L182. `9z [(�7:5 + z) = 67:5^(0 � z)] (9I L183)

L183. ` [(�7:5 + 75) = 67:5^(0 � 75)] (^I L184,L186)

L184. ` (�7:5 + 75) = 67:5 (Simplify-Num L188)

L186. L186 ` (0 � 75) (Hyp)

L188. ` 67:5 = 67:5 (=I)

L192. ` (@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1)2) = 0 (=Subst L196,L198)

L193. ` (0 < (@p(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1); 1)2)) (=Subst L247,L249)

L196. ` (�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)) = �z (3z2 + (�12z + 4:5)) (P+)

L198. ` (@p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1)2) = 0 (=Subst L203,L204)

L203. ` (@p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1)2) =

((@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))2)

(@-pol)

L204. ` ((@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))2) = 0 (=Subst L208,L209)

L208. ` @p(�z 3z2; 1) = �x 6x (@-mon-1)

L209. ` ((�x 6x� @p(�z (�12z + 4:5); 1))2) = 0 (=Subst L212,L214)

L212. ` (�z � 12z � �z 4:5) = �z (�12z + 4:5) (P+)

L214. ` ((�x 6x� @p((�z � 12z � �z 4:5); 1))2) = 0 (=Subst L217,L218)

L217. ` @p((�z �12z��z 4:5); 1) = (@p(�z �12z; 1)�@p(�z 4:5; 1)) (@-pol)

L218. ` ((�x 6x� (@p(�z � 12z; 1)� @p(�z 4:5; 1)))2) = 0 (=Subst L222,L223)

L222. ` @p(�z � 12z; 1) = �x �12 (@-mon-1)

L223. ` ((�x 6x� (�x �12� @p(�z 4:5; 1)))2) = 0 (=Subst L225,L226)

L225. ` @p(�z 4:5; 1) = �x 0 (@-const-1)

L226. ` ((�x 6x� (�x �12� �x 0))2) = 0 (=Subst L229,L230)

L229. ` (�x �12� �x 0) = �z (�12 + 0) (P+)

L230. ` ((�x 6x� �z (�12 + 0))2) = 0 (=Subst L232,L233)

L232. ` (�12 + 0) = (0 +�12) (C+)

L233. ` ((�x 6x� �z (0 +�12))2) = 0 (=Subst L234,L235)

L234. ` (0 +�12) = �12 (0+)

L235. ` ((�x 6x� �z �12)2) = 0 (=Subst L240,L241)

L240. ` ((�x 6x� �z �12)2) = �z (6z +�12)2 (P+)
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L241. `�z (6z +�12)2 = 0 (�I L242)

L242. ` ((6 � 21) +�12) = 0 (Simplify-Num L244)

L244. ` 0 = 0 (=I)

L247. ` (�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)) = �z (3z2 + (�12z + 4:5)) (P+)

L249. ` (0 < (@p(@p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1); 1)2)) (=Subst L252,L253)

L252. ` @p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1) =

(@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))

(@-pol)

L253. ` (0 < (@p((@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1)); 1)2)) (=Subst L257,L258)

L257. ` @p(�z 3z2; 1) = �x 6x (@-mon-1)

L258. ` (0 < (@p((�x 6x� @p(�z (�12z + 4:5); 1)); 1)2)) (=Subst L261,L263)

L261. ` (�z � 12z � �z 4:5) = �z (�12z + 4:5) (P+)

L263. ` (0 < (@p((�x 6x� @p((�z � 12z � �z 4:5); 1)); 1)2)) (=Subst L266,L267)

L266. ` @p((�z �12z��z 4:5); 1) = (@p(�z �12z; 1)�@p(�z 4:5; 1)) (@-pol)

L267. ` (0 < (@p((�x 6x� (@p(�z � 12z; 1)� @p(�z 4:5; 1))); 1)2)) (=Subst L271,L272)

L271. ` @p(�z � 12z; 1) = �x �12 (@-mon-1)

L272. ` (0 < (@p((�x 6x� (�x �12� @p(�z 4:5; 1))); 1)2)) (=Subst L274,L275)

L274. ` @p(�z 4:5; 1) = �x 0 (@-const-1)

L275. ` (0 < (@p((�x 6x� (�x �12� �x 0)); 1)2)) (=Subst L278,L279)

L278. ` (�x �12� �x 0) = �z (�12 + 0) (P+)

L279. ` (0 < (@p((�x 6x� �z (�12 + 0)); 1)2)) (=Subst L281,L282)

L281. ` (�12 + 0) = (0 +�12) (C+)

L282. ` (0 < (@p((�x 6x� �z (0 +�12)); 1)2)) (=Subst L283,L284)

L283. ` (0 +�12) = �12 (0+)

L284. ` (0 < (@p((�x 6x� �z �12); 1)2)) (=Subst L287,L288)

L287. ` (�x 6x� �z �12) = �z (6z +�12) (P+)

L288. ` (0 < (@p(�z (6z +�12); 1)2)) (=Subst L291,L293)

L291. ` (�z 6z � �z �12) = �z (6z +�12) (P+)

L293. ` (0 < (@p((�z 6z � �z �12); 1)2)) (=Subst L298,L299)

L298. ` (@p((�z 6z � �z �12); 1)2) =

((@p(�z 6z; 1)� @p(�z �12; 1))2)

(@-pol)

L299. ` (0 < ((@p(�z 6z; 1)� @p(�z �12; 1))2)) (=Subst L303,L304)

L303. ` @p(�z 6z; 1) = �x 6 (@-mon-1)

L304. ` (0 < ((�x 6� @p(�z �12; 1))2)) (=Subst L306,L307)

L306. ` @p(�z �12; 1) = �x 0 (@-const-1)

L307. ` (0 < ((�x 6� �x 0)2)) (=Subst L312,L313)

L312. ` ((�x 6� �x 0)2) = �z (6 + 0)2 (P+)

L313. ` (0 < �z (6 + 0)2) (=Subst L315,L316)

L315. ` (6 + 0) = (0 + 6) (C+)

L316. ` (0 < �z (0 + 6)2) (=Subst L317,L318)

L317. ` (0 + 6) = 6 (0+)

L318. ` (0 < �z (6)2) (�I L321)

L321. L321 ` (0 < 6) (Hyp)

L329. ` (1 � 2) (�-AX L336)

L330. ` (2 � 7) (�-AX L348)

L336. `9z [(1 + z) = 2^(0 � z)] (9I L337)

L337. ` [(1 + 1) = 2^(0 � 1)] (^I L338,L340)

L338. ` (1 + 1) = 2 (Simplify-Num L342)
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L340. L340 ` (0 � 1) (Hyp)

L342. ` 2 = 2 (=I)

L348. `9z [(2 + z) = 7^(0 � z)] (9I L349)

L349. ` [(2 + 5) = 7^(0 � 5)] (^I L350,L352)

L350. ` (2 + 5) = 7 (Simplify-Num L354)

L352. L352 ` (0 � 5) (Hyp)

L354. ` 7 = 7 (=I)

A.2 ND-Beweis

In dem hier aufgef�uhrten ND-Beweis machen wir neben den in Kapitel 3.2 de�nierten

Inferenzregeln des ND-Kalk�uls auch Gebrauch von der in De�nition 3.19 eingef�uhrten Ex-

tensionalit�at und den �-Reduktionen aus De�nition 3.9. Die benutzten Regeln sind im

einzelnen

� AB f�ur �-Reduktion,

� �E, �I f�ur ��-Reduktion vorw�arts bzw. r�uckw�arts,

� Ext-I f�ur Extensionalit�atseinf�uhrung.

Zur Verdeutlichung dieser Regeln betrachten wir ihre Anwendung im folgenden Beweisteil:

L304. H16 ` (0 < ((�x 6� @p(�z � 12; 1))2)) (=Subst L306,L307)

L305. @-const-1 ` @p(�x � 12; 1) = �x 0 (8E @-const-1)

L306. @-const-1 ` @p(�z � 12; 1) = �x 0 (AB L305)

L307. H17 ` (0 < ((�x 6� �x 0)2)) (=Subst L312,L313)

L308. P+ `8q (�x 6� q) = �z (�x (6)z + q(z)) (8E P+)

L309. P+ ` (�x 6� �x 0) = �z (�x (6)z + �x (0)z) (8E L308)

L310. P+ ` (�x 6� �x 0) = �z (6 + 0) (�E L309)

L311. P+ `8x ((�x 6� �x 0)x) = �z (6 + 0)x (Ext-I L310)

L312. P+ ` ((�x 6� �x 0)2) = �z (6 + 0)2 (8E L311)

L313. 0+, C+ ` (0 < �z (6 + 0)2) (=Subst L315,L316)

Zeile L306 entsteht aus L305 durch Umbenennung der Variable x im Term �x � 12

in z. Damit k�onnen wir diesen in Zeile L304 durch eine =Subst ersetzen. Die Zeile L310

entsteht aus L309 durch �-Reduktion in den Termen �x (6)z und �x (0)z. Um auch den

Term ((�x 6� �x 0)2) in L307 durch �z (6 + 0)2 ersetzen zu k�onnen, ben�otigen wir die

Extensionalit�at der �-Funktion in Zeile L311. Warum dies so sein mu�, wird allerdings erst

in der Pr�a�xschreibweise von 
-mkrp deutlich, denn hier lautet der zu ersetzende Term
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(� �x 6 �x 0 2) und die Gleichung in Zeile L310 (� �x 6 �x 0) = �z (+ 6 0). Da es aber

nicht m�oglich ist, eine Gleichheitssubstitution nur bez�uglich einer Funktion und einem Teil

ihrer Argumente durchzuf�uhren, m�ussen wir zun�achst mit Hilfe der Extensionalit�at die 2

als weiteres Argument einf�uhren.

Eine weitere Besonderheit bei der Darstellung des folgenden ND-Beweises ist, da� die

meisten Hypothesenlisten in den einzelnen Zeilen platzsparend durchH1; : : : ;H18 abgek�urzt

wurden. Die tats�achliche Bedeutung dieser Listen ist am Ende des Beweises in einer Art

Legende angegeben.

A+. A+ `8a 8b 8c ((a+ b) + c) = (a+ (b+ c)) (Hyp)

0+. 0+ `8x (0 + x) = x (Hyp)

C+. C+ `8a 8b (a+ b) = (b+ a) (Hyp)

CF1. CF1 `8f 8g 8u 8v (cf(f; u; v) + cf(g; u; v)) = cf((f � g); u; v) (Hyp)

@-const-1. @-const-1 `8a @p(�x a; 1) = �x 0 (Hyp)

DL. DL `8a 8b 8c (a � (b+ c)) = ((a � b) + (a � c)) (Hyp)

Intv. Intv `8a 8b 8x [x 2 [a; b],[(a � x)^(x � b)]] (Hyp)

�-AX. �-AX `8x 8y [(x � y),9z [(x+ z) = y^(0 � z)]] (Hyp)

Min. Min `8f 8x [[(@p(f; 1)x) = 0^(0 < (@p(@p(f; 1); 1)x))])

Min(f; x)]

(Hyp)

M+. M+ `8x 8n 8a 8b (axn + bxn) = (a+ b)xn (Hyp)

@-mon-1. @-mon-1 `8a 8b @p(�x axb; 1) = �x (a � b)x(b�1) (Hyp)

M*. M* `8x 8m 8n 8a 8b (axm � bxn) = (a � b)x(m+n) (Hyp)

O. O `8f 8I [Opt(cf(f;DM ; prod); I),9x TotMin(x; f; I)] (Hyp)

P. P `8f 8g 8u 8v 8w [price(f; u; v))cf(g; v; w) =

cf((f 
 g); u; w)]

(Hyp)

P+. P+ `8p 8q (p� q) = �z (p(z) + q(z)) (Hyp)

@-pol. @-pol `8p 8q 8c @p((p� q); c) = (@p(p; c)� @p(q; c)) (Hyp)

P-kWh. P-kWh ` price(�d 2;DM ; kWh) (Hyp)

P-l. P-l ` price(�d 0:5;DM ; l) (Hyp)

P*. P* `8p 8q (p
 q) = �z (p(z) � q(z)) (Hyp)

TotMin. TotMin `8f 8a 8b 8x [TotMin(x; f; [a; b]),

[x 2 [a; b]^[Min(f; x)^[(f(x) � f(a))^(f(x) � f(b))]]]]

(Hyp)

THM. H1 `Opt((cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); l ; prod ) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L6,L7)

L1. P `8g 8u 8v 8w [price(�d 0:5; u; v))

cf(g; v; w) = cf((�d 0:5
 g); u; w)]

(8E P)

L2. P `8u 8v 8w [price(�d 0:5; u; v))

cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); v; w) =

cf((�d 0:5
 �d (4d2 + (�18d+ 7))); u; w)]

(8E L1)

L3. P `8v 8w [price(�d 0:5;DM ; v))

cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); v; w) =

cf((�d 0:5
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; w)]

(8E L2)

L4. P `8w [price(�d 0:5;DM ; l))

cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); l ; w) =

cf((�d 0:5
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; w)]

(8E L3)
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L5. P ` [price(�d 0:5;DM ; l))

cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); l ; prod ) =

cf((�d 0:5
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod )]

(8E L4)

L6. P, P-l ` cf(�d (4d2 + (�18d+ 7)); l ; prod ) =

cf((�d 0:5
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod )

()E P-l,L5)

L7. H2 `Opt((cf((�d 0:5 
 �d (4d2 + (�18d+ 7)));DM ; prod ) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L10,L11)

L8. P* `8q (�d 0:5
 q) = �z (�d (0:5)z � q(z)) (8E P*)

L9. P* ` (�d 0:5 
 �d (4d2 + (�18d+ 7))) =

�z (�d (0:5)z � �d (4d2 + (�18d+ 7))z)

(8E L8)

L10. P* ` (�d 0:5 
 �d (4d2 + (�18d+ 7))) =

�z (0:5 � (4z2 + (�18z + 7)))

(�E L9)

L11. H2 `Opt((cf(�z (0:5 � (4z2 + (�18z + 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L14,L15)

L12. DL `8b 8c (0:5 � (b+ c)) = ((0:5 � b) + (0:5 � c)) (8E DL)

L13. DL `8c (0:5 � (4z2 + c)) = ((0:5 � 4z2) + (0:5 � c)) (8E L12)

L14. DL ` (0:5�(4z2+(�18z+7))) = ((0:5�4z2)+(0:5�(�18z+7))) (8E L13)

L15. H2 `Opt((cf(�z ((0:5�4z2)+(0:5� (�18z+7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L21,L22)

L16. M* `8m 8n 8a 8b (azm � bzn) = (a � b)z(m+n) (8E M*)

L17. M* `8n 8a 8b (az0 � bzn) = (a � b)z(0+n) (8E L16)

L18. M* `8a 8b (az0 � bz2) = (a � b)z(0+2) (8E L17)

L19. M* `8b (0:5z0 � bz2) = (0:5 � b)z(0+2) (8E L18)

L20. M* ` (0:5z0 � 4z2) = (0:5 � 4)z(0+2) (8E L19)

L21. M* ` (0:5 � 4z2) = 2z2 (Simplify-Num L20)

L22. H2 `Opt((cf(�z (2z2 + (0:5 � (�18z + 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L25,L26)

L23. DL `8b 8c (0:5 � (b+ c)) = ((0:5 � b) + (0:5 � c)) (8E DL)

L24. DL `8c (0:5 � (�18z + c)) = ((0:5 � �18z) + (0:5 � c)) (8E L23)

L25. DL ` (0:5 � (�18z + 7)) = ((0:5 � �18z) + (0:5 � 7)) (8E L24)

L26. H2 `Opt((cf(�z (2z2+((0:5��18z)+(0:5�7))); DM ; prod ) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L32,L33)

L27. M* `8m 8n 8a 8b (azm � bzn) = (a � b)z(m+n) (8E M*)

L28. M* `8n 8a 8b (az0 � bzn) = (a � b)z(0+n) (8E L27)

L29. M* `8a 8b (az0 � bz) = (a � b)z(0+1) (8E L28)

L30. M* `8b (0:5z0 � bz) = (0:5 � b)z(0+1) (8E L29)

L31. M* ` (0:5z0 � �18z) = (0:5 � �18)z(0+1) (8E L30)

L32. M* ` (0:5 � �18z) = �9z (Simplify-Num L31)

L33. H2 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + (0:5 � 7)));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L39,L40)

L34. M* `8m 8n 8a 8b (azm � bzn) = (a � b)z(m+n) (8E M*)

L35. M* `8n 8a 8b (az0 � bzn) = (a � b)z(0+n) (8E L34)

L36. M* `8a 8b (az0 � bz0) = (a � b)z(0+0) (8E L35)

L37. M* `8b (0:5z0 � bz0) = (0:5 � b)z(0+0) (8E L36)

L38. M* ` (0:5z0 � 7z0) = (0:5 � 7)z(0+0) (8E L37)

L39. M* ` (0:5 � 7) = 3:5 (Simplify-Num L38)
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L40. H2 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod)); [1; 7])

(=Subst L46,L47)

L41. P `8g 8u 8v 8w [price(�d 2; u; v))

cf(g; v; w) = cf((�d 2
 g); u; w)]

(8E P)

L42. P `8u 8v 8w [price(�d 2; u; v))

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); v; w) =

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5))); u; w)]

(8E L41)

L43. P `8v 8w [price(�d 2;DM ; v))

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); v; w) =

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)));DM ; w)]

(8E L42)

L44. P `8w [price(�d 2;DM ; kWh))

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; w) =

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)));DM ; w)]

(8E L43)

L45. P ` [price(�d 2;DM ; kWh))

cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod) =

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)));DM ; prod)]

(8E L44)

L46. P, P-kWh ` cf(�d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)); kWh; prod) =

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5)));DM ; prod)

()E P-kWh,L45)

L47. H3 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf((�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+0:5)));DM ; prod )); [1; 7])

(=Subst L50,L51)

L48. P* `8q (�d 2
 q) = �z (�d (2)z � q(z)) (8E P*)

L49. P* ` (�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5))) =

�z (�d (2)z � �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5))z)

(8E L48)

L50. P* ` (�d 2
 �d (0:5d2 + (�1:5d+ 0:5))) =

�z (2 � (0:5z2 + (�1:5z + 0:5)))

(�E L49)

L51. H4 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf(�z (2 � (0:5z2 + (�1:5z + 0:5)));DM ; prod )); [1; 7])

(=Subst L54,L55)

L52. DL `8b 8c (2 � (b+ c)) = ((2 � b) + (2 � c)) (8E DL)

L53. DL `8c (2 � (0:5z2 + c)) = ((2 � 0:5z2) + (2 � c)) (8E L52)

L54. DL ` (2 � (0:5z2 + (�1:5z+0:5))) = ((2 � 0:5z2) + (2 � (�1:5z+

0:5)))

(8E L53)

L55. H4 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf(�z ((2�0:5z2)+(2� (�1:5z+0:5)));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L61,L62)

L56. M* `8m 8n 8a 8b (azm � bzn) = (a � b)z(m+n) (8E M*)

L57. M* `8n 8a 8b (az0 � bzn) = (a � b)z(0+n) (8E L56)

L58. M* `8a 8b (az0 � bz2) = (a � b)z(0+2) (8E L57)

L59. M* `8b (2z0 � bz2) = (2 � b)z(0+2) (8E L58)

L60. M* ` (2z0 � 0:5z2) = (2 � 0:5)z(0+2) (8E L59)

L61. M* ` (2 � 0:5z2) = z2 (Simplify-Num L60)

L62. H4 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf(�z (z2 + (2 � (�1:5z + 0:5)));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L65,L66)

L63. DL `8b 8c (2 � (b+ c)) = ((2 � b) + (2 � c)) (8E DL)

L64. DL `8c (2 � (�1:5z + c)) = ((2 � �1:5z) + (2 � c)) (8E L63)

L65. DL ` (2 � (�1:5z + 0:5)) = ((2 � �1:5z) + (2 � 0:5)) (8E L64)

L66. H5 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf(�z (z2 + ((2 � �1:5z) + (2 � 0:5)));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L72,L73)

L67. M* `8m 8n 8a 8b (azm � bzn) = (a � b)z(m+n) (8E M*)
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L68. M* `8n 8a 8b (az0 � bzn) = (a � b)z(0+n) (8E L67)

L69. M* `8a 8b (az0 � bz) = (a � b)z(0+1) (8E L68)

L70. M* `8b (2z0 � bz) = (2 � b)z(0+1) (8E L69)

L71. M* ` (2z0 � �1:5z) = (2 � �1:5)z(0+1) (8E L70)

L72. M* ` (2 � �1:5z) = �3z (Simplify-Num L71)

L73. H5 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf(�z (z2 + (�3z + (2 � 0:5)));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L79,L80)

L74. M* `8m 8n 8a 8b (azm � bzn) = (a � b)z(m+n) (8E M*)

L75. M* `8n 8a 8b (az0 � bzn) = (a � b)z(0+n) (8E L74)

L76. M* `8a 8b (az0 � bz0) = (a � b)z(0+0) (8E L75)

L77. M* `8b (2z0 � bz0) = (2 � b)z(0+0) (8E L76)

L78. M* ` (2z0 � 0:5z0) = (2 � 0:5)z(0+0) (8E L77)

L79. M* ` (2 � 0:5) = 1 (Simplify-Num L78)

L80. H6 `Opt((cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod) +

cf(�z (z2 + (�3z + 1));DM ; prod)); [1; 7])

(=Subst L84,L85)

L81. CF1 `8g 8u 8v (cf(�z (2z2+(�9z+3:5)); u; v) + cf(g; u; v)) =

cf((�z (2z2 + (�9z + 3:5))� g); u; v)

(8E CF1)

L82. CF1 `8u 8v (cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5)); u; v) +

cf(�z (z2 + (�3z + 1)); u; v)) =

cf((�z (2z2 + (�9z + 3:5))� �z (z2 + (�3z + 1))); u; v)

(8E L81)

L83. CF1 `8v (cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; v) +

cf(�z (z2 + (�3z + 1));DM ; v)) =

cf((�z (2z2+(�9z+3:5))��z (z2+(�3z+1)));DM ; v)

(8E L82)

L84. CF1 ` (cf(�z (2z2 + (�9z + 3:5));DM ; prod ) +

cf(�z (z2 + (�3z + 1));DM ; prod)) =

cf((�z (2z2+(�9z+3:5))��z (z2+(�3z+1)));DM ; prod)

(8E L83)

L85. H7 `Opt(cf((�z (2z2 + (�9z + 3:5))�

�z (z2 + (�3z + 1)));DM ; prod); [1; 7])

(=Subst L88,L89)

L86. P+ `8q (�z (2z2 + (�9z + 3:5))� q) =

�z (�z (2z2 + (�9z + 3:5))z + q(z))

(8E P+)

L87. P+ ` (�z (2z2 + (�9z + 3:5))� �z (z2 + (�3z + 1))) =

�z (�z (2z2 + (�9z + 3:5))z + �z (z2 + (�3z + 1))z)

(8E L86)

L88. P+ ` (�z (2z2 + (�9z + 3:5))� �z (z2 + (�3z + 1))) =

�z ((2z2 + (�9z + 3:5)) + (z2 + (�3z + 1)))

(�E L87)

L89. H7 `Opt(cf(�z ((2z2 + (�9z + 3:5)) + (z2 + (�3z + 1)));

DM ; prod); [1; 7])

(=Subst L92,L93)

L90. A+ `8b 8c (((2z2 + (�9z + 3:5)) + b) + c) =

((2z2 + (�9z + 3:5)) + (b+ c))

(8E A+)

L91. A+ `8c (((2z2 + (�9z + 3:5)) + z2) + c) =

((2z2 + (�9z + 3:5)) + (z2 + c))

(8E L90)

L92. A+ ` (((2z2 + (�9z + 3:5)) + z2) + (�3z + 1)) =

((2z2 + (�9z + 3:5)) + (z2 + (�3z + 1)))

(8E L91)

L93. H7 `Opt(cf(�z (((2z2 + (�9z + 3:5)) + z2) + (�3z + 1));

DM ; prod); [1; 7])

(=Subst L95,L96)

L94. C+ `8b ((2z2 + (�9z + 3:5)) + b) = (b+ (2z2 + (�9z + 3:5))) (8E C+)

L95. C+ ` ((2z2 + (�9z + 3:5)) + z2) = (z2 + (2z2 + (�9z + 3:5))) (8E L94)
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L96. H7 `Opt(cf(�z ((z2 + (2z2 + (�9z + 3:5))) + (�3z + 1));

DM ; prod); [1; 7])

(=Subst L99,L100)

L97. A+ `8b 8c ((z2 + b) + c) = (z2 + (b+ c)) (8E A+)

L98. A+ `8c ((z2 + 2z2) + c) = (z2 + (2z2 + c)) (8E L97)

L99. A+ ` ((z2 + 2z2) + (�9z + 3:5)) = (z2 + (2z2 + (�9z + 3:5))) (8E L98)

L100. H7 `Opt(cf(�z (((z2 + 2z2) + (�9z + 3:5)) + (�3z + 1));

DM ; prod); [1; 7])

(=Subst L105,L106)

L101. M+ `8n 8a 8b (azn + bzn) = (a+ b)zn (8E M+)

L102. M+ `8a 8b (az2 + bz2) = (a+ b)z2 (8E L101)

L103. M+ `8b (z2 + bz2) = (1 + b)z2 (8E L102)

L104. M+ ` (z2 + 2z2) = (1 + 2)z2 (8E L103)

L105. M+ ` (z2 + 2z2) = 3z2 (Simplify-Num L104)

L106. H7 `Opt(cf(�z ((3z2 + (�9z + 3:5)) + (�3z + 1));DM ; prod);

[1; 7])

(=Subst L109,L110)

L107. A+ `8b 8c ((3z2 + b) + c) = (3z2 + (b+ c)) (8E A+)

L108. A+ `8c ((3z2 + (�9z + 3:5)) + c) = (3z2 + ((�9z + 3:5) + c)) (8E L107)

L109. A+ ` ((3z2 + (�9z + 3:5)) + (�3z + 1)) =

(3z2 + ((�9z + 3:5) + (�3z + 1)))

(8E L108)

L110. H7 `Opt(cf(�z (3z2 + ((�9z + 3:5) + (�3z + 1)));DM ; prod);

[1; 7])

(=Subst L113,L114)

L111. A+ `8b 8c (((�9z + 3:5) + b) + c) = ((�9z + 3:5) + (b+ c)) (8E A+)

L112. A+ `8c (((�9z +3:5) +�3z) + c) = ((�9z+ 3:5) + (�3z+ c)) (8E L111)

L113. A+ ` (((�9z + 3:5) +�3z) + 1) = ((�9z + 3:5) + (�3z + 1)) (8E L112)

L114. H7 `Opt(cf(�z (3z2 + (((�9z+ 3:5) +�3z) + 1));DM ; prod );

[1; 7])

(=Subst L116,L117)

L115. C+ `8b ((�9z + 3:5) + b) = (b+ (�9z + 3:5)) (8E C+)

L116. C+ ` ((�9z + 3:5) +�3z) = (�3z + (�9z + 3:5)) (8E L115)

L117. H7 `Opt(cf(�z (3z2 + ((�3z + (�9z + 3:5)) + 1));DM ; prod);

[1; 7])

(=Subst L120,L121)

L118. A+ `8b 8c ((�3z + b) + c) = (�3z + (b+ c)) (8E A+)

L119. A+ `8c ((�3z +�9z) + c) = (�3z + (�9z + c)) (8E L118)

L120. A+ ` ((�3z +�9z) + 3:5) = (�3z + (�9z + 3:5)) (8E L119)

L121. H7 `Opt(cf(�z (3z2 + (((�3z+�9z) + 3:5) + 1));DM ; prod);

[1; 7])

(=Subst L126,L127)

L122. M+ `8n 8a 8b (azn + bzn) = (a+ b)zn (8E M+)

L123. M+ `8a 8b (az + bz) = (a+ b)z (8E L122)

L124. M+ `8b (�3z + bz) = (�3 + b)z (8E L123)

L125. M+ ` (�3z +�9z) = (�3 +�9)z (8E L124)

L126. M+ ` (�3z +�9z) = �12z (Simplify-Num L125)

L127. H7 `Opt(cf(�z (3z2 + ((�12z + 3:5) + 1));DM ; prod ); [1; 7]) (=Subst L130,L131)

L128. A+ `8b 8c ((�12z + b) + c) = (�12z + (b+ c)) (8E A+)

L129. A+ `8c ((�12z + 3:5) + c) = (�12z + (3:5 + c)) (8E L128)

L130. A+ ` ((�12z + 3:5) + 1) = (�12z + (3:5 + 1)) (8E L129)

L131. H8 `Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + (3:5 + 1)));DM ; prod); [1; 7]) (=Subst L136,L137)

L132. M+ `8n 8a 8b (azn + bzn) = (a+ b)zn (8E M+)

L133. M+ `8a 8b (a+ b) = (a+ b)z0 (8E L132)

L134. M+ `8b (3:5 + b) = (3:5 + b)z0 (8E L133)
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L135. M+ ` (3:5 + 1) = (3:5 + 1)z0 (8E L134)

L136. M+ ` (3:5 + 1) = 4:5 (Simplify-Num L135)

L137. H9 `Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + 4:5));DM ; prod); [1; 7]) ()E L143,L142)

L138. O `8I [Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + 4:5));DM ; prod); I),

9x TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); I)]

(8E O)

L139. O ` [Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + 4:5));DM ; prod); [1; 7]),

9x TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7])]

(8E L138)

L140. O ` [[Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + 4:5));DM ; prod); [1; 7]))

9x TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7])]^

[9x TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]))

Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + 4:5));DM ; prod); [1; 7])]]

(,E L139)

L142. O ` [9x TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]))

Opt(cf(�z (3z2 + (�12z + 4:5));DM ; prod); [1; 7])]

(^E L140)

L143. H10 `9x TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]) (9I L144)

L144. H10 `TotMin(2; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]) ()E L152,L151)

L145. TotMin `8a 8b 8x [TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [a; b]),

[x 2 [a; b]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); x)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))x � �z (3z2 + (�12z+ 4:5))a)^

(�z (3z2 + (�12z+ 4:5))x � �z (3z2 + (�12z +4:5))b)]]]]

(8E TotMin)

L146. TotMin `8b 8x [TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; b]),

[x 2 [1; b]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); x)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))x � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2 + (�12z+ 4:5))x � �z (3z2 + (�12z +4:5))b)]]]]

(8E L145)

L147. TotMin `8x [TotMin(x; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]),

[x 2 [1; 7]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); x)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))x � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2 +(�12z+4:5))x � �z (3z2 + (�12z+4:5))7)]]]]

(8E L146)

L148. TotMin ` [TotMin(2; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]),

[2 2 [1; 7]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2 + (�12z+4:5))2 � �z (3z2 + (�12z+ 4:5))7)]]]]

(8E L147)

L149. TotMin ` [[TotMin(2; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7]))

[2 2 [1; 7]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2+(�12z+4:5))2 � �z (3z2+(�12z+4:5))7)]]]]^

[[2 2 [1; 7]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2+(�12z+4:5))2 � �z (3z2+(�12z+4:5))7)]]])

TotMin(2; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7])]]

(,E L148)

L151. TotMin ` [[2 2 [1; 7]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2+(�12z+4:5))2 � �z (3z2+(�12z+4:5))7)]]])

TotMin(2; �z (3z2 + (�12z + 4:5)); [1; 7])]

(^E L149)

L152. H11 ` [2 2 [1; 7]^[Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))7)]]]

(^I L153,L154)

L153. H18 ` 2 2 [1; 7] ()E L328,L327)
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L154. H12 ` [Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2)^

[(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))7)]]

(^I L155,L156)

L155. H13 `Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2) ()E L191,L190)

L156. �-AX ` [(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1)^

(�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))7)]

(^I L157,L158)

L157. �-AX ` (�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))1) (�I L159)

L158. �-AX ` (�z (3z2 + (�12z + 4:5))2 � �z (3z2 + (�12z + 4:5))7) (�I L174)

L159. �-AX ` (((3�22)+((�12�2)+4:5)) � ((3�12)+((�12�1)+4:5))) (Simplify-Num L160)

L160. �-AX ` (�7:5 � ((3 � 12) + ((�12 � 1) + 4:5))) (Simplify-Num L161)

L161. �-AX ` (�7:5 � �4:5) ()E L167,L166)

L162. �-AX `8y [(�7:5 � y),9z [(�7:5 + z) = y^(0 � z)]] (8E �-AX)

L163. �-AX ` [(�7:5 � �4:5),9z [(�7:5 + z) = �4:5^(0 � z)]] (8E L162)

L164. �-AX ` [[(�7:5 � �4:5))9z [(�7:5 + z) = �4:5^(0 � z)]]^

[9z [(�7:5 + z) = �4:5^(0 � z)])

(�7:5 � �4:5)]]

(,E L163)

L166. �-AX ` [9z [(�7:5 + z) = �4:5^(0 � z)])(�7:5 � �4:5)] (^E L164)

L167. `9z [(�7:5 + z) = �4:5^(0 � z)] (9I L168)

L168. ` [(�7:5 + 3) = �4:5^(0 � 3)] (^I L169,L171)

L169. ` (�7:5 + 3) = �4:5 (Simplify-Num L173)

L171. L171 ` (0 � 3) (Hyp)

L173. `�4:5 = �4:5 (=I)

L174. �-AX ` (((3�22)+((�12�2)+4:5)) � ((3�72)+((�12�7)+4:5))) (Simplify-Num L175)

L175. �-AX ` (�7:5 � ((3 � 72) + ((�12 � 7) + 4:5))) (Simplify-Num L176)

L176. �-AX ` (�7:5 � 67:5) ()E L182,L181)

L177. �-AX `8y [(�7:5 � y),9z [(�7:5 + z) = y^(0 � z)]] (8E �-AX)

L178. �-AX ` [(�7:5 � 67:5),9z [(�7:5 + z) = 67:5^(0 � z)]] (8E L177)

L179. �-AX ` [[(�7:5 � 67:5))9z [(�7:5 + z) = 67:5^(0 � z)]]^

[9z [(�7:5 + z) = 67:5^(0 � z)])(�7:5 � 67:5)]]

(,E L178)

L181. �-AX ` [9z [(�7:5 + z) = 67:5^(0 � z)])(�7:5 � 67:5)] (^E L179)

L182. `9z [(�7:5 + z) = 67:5^(0 � z)] (9I L183)

L183. ` [(�7:5 + 75) = 67:5^(0 � 75)] (^I L184,L186)

L184. ` (�7:5 + 75) = 67:5 (Simplify-Num L188)

L186. L186 ` (0 � 75) (Hyp)

L188. ` 67:5 = 67:5 (=I)

L189. Min `8x [[(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1)x) = 0^

(0 < (@p(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1); 1)x))])

Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); x)]

(8E Min)

L190. Min ` [[(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1)2) = 0^

(0 < (@p(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1); 1)2))])

Min(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 2)]

(8E L189)

L191. H14 ` [(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1)2) = 0^

(0 < (@p(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1); 1)2))]

(^I L192,L193)

L192. H14 ` (@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1)2) = 0 (=Subst L196,L198)

L193. H14 ` (0 < (@p(@p(�z (3z2 + (�12z + 4:5)); 1); 1)2)) (=Subst L247,L249)

L194. P+ `8q (�z 3z2 � q) = �z (�z (3z2)z + q(z)) (8E P+)
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L195. P+ ` (�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)) =

�z (�z (3z2)z + �z (�12z + 4:5)z)

(8E L194)

L196. P+ ` (�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)) = �z (3z2 + (�12z + 4:5)) (�E L195)

L198. H14 ` (@p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1)2) = 0 (=Subst L203,L204)

L199. @-pol `8q 8c @p((�z 3z2 � q); c) = (@p(�z 3z2; c)� @p(q; c)) (8E @-pol)

L200. @-pol `8c @p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); c) =

(@p(�z 3z2; c)� @p(�z (�12z + 4:5); c))

(8E L199)

L201. @-pol ` @p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1) =

(@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))

(8E L200)

L202. @-pol `8x (@p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1)x) =

((@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))x)

(Ext-I L201)

L203. @-pol ` (@p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1)2) =

((@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))2)

(8E L202)

L204. H14 ` ((@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))2) = 0 (=Subst L208,L209)

L205. @-mon-1 `8b @p(�x 3xb; 1) = �x (3 � b)x(b�1) (8E @-mon-1)

L206. @-mon-1 ` @p(�x 3x2; 1) = �x (3 � 2)x(2�1) (8E L205)

L207. @-mon-1 ` @p(�x 3x2; 1) = �x 6x (Simplify-Num L206)

L208. @-mon-1 ` @p(�z 3z2; 1) = �x 6x (AB L207)

L209. H14 ` ((�x 6x� @p(�z (�12z + 4:5); 1))2) = 0 (=Subst L212,L214)

L210. P+ `8q (�z � 12z � q) = �z (�z (�12z)z + q(z)) (8E P+)

L211. P+ ` (�z � 12z � �z 4:5) = �z (�z (�12z)z + �z (4:5)z) (8E L210)

L212. P+ ` (�z � 12z � �z 4:5) = �z (�12z + 4:5) (�E L211)

L214. H14 ` ((�x 6x� @p((�z � 12z � �z 4:5); 1))2) = 0 (=Subst L217,L218)

L215. @-pol `8q 8c @p((�z � 12z� q); c) = (@p(�z � 12z; c)� @p(q; c)) (8E @-pol)

L216. @-pol `8c @p((�z � 12z � �z 4:5); c) =

(@p(�z � 12z; c)� @p(�z 4:5; c))

(8E L215)

L217. @-pol ` @p((�z � 12z � �z 4:5); 1) =

(@p(�z � 12z; 1)� @p(�z 4:5; 1))

(8E L216)

L218. H15 ` ((�x 6x� (@p(�z � 12z; 1)� @p(�z 4:5; 1)))2) = 0 (=Subst L222,L223)

L219. @-mon-1 `8b @p(�x � 12xb; 1) = �x (�12 � b)x(b�1) (8E @-mon-1)

L220. @-mon-1 ` @p(�x � 12x; 1) = �x (�12 � 1)x(1�1) (8E L219)

L221. @-mon-1 ` @p(�x � 12x; 1) = �x � 12 (Simplify-Num L220)

L222. @-mon-1 ` @p(�z � 12z; 1) = �x � 12 (AB L221)

L223. H16 ` ((�x 6x� (�x � 12� @p(�z 4:5; 1)))2) = 0 (=Subst L225,L226)

L224. @-const-1 ` @p(�x 4:5; 1) = �x 0 (8E @-const-1)

L225. @-const-1 ` @p(�z 4:5; 1) = �x 0 (AB L224)

L226. H17 ` ((�x 6x� (�x � 12� �x 0))2) = 0 (=Subst L229,L230)

L227. P+ `8q (�x � 12� q) = �z (�x (�12)z + q(z)) (8E P+)

L228. P+ ` (�x � 12 � �x 0) = �z (�x (�12)z + �x (0)z) (8E L227)

L229. P+ ` (�x � 12 � �x 0) = �z (�12 + 0) (�E L228)

L230. H17 ` ((�x 6x� �z (�12 + 0))2) = 0 (=Subst L232,L233)

L231. C+ `8b (�12 + b) = (b+�12) (8E C+)

L232. C+ ` (�12 + 0) = (0 +�12) (8E L231)

L233. 0+, P+ ` ((�x 6x� �z (0 +�12))2) = 0 (=Subst L234,L235)

L234. 0+ ` (0 +�12) = �12 (8E 0+)

L235. P+ ` ((�x 6x� �z � 12)2) = 0 (=Subst L240,L241)

L236. P+ `8q (�x 6x� q) = �z (�x (6x)z + q(z)) (8E P+)
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L237. P+ ` (�x 6x� �z � 12) = �z (�x (6x)z + �z (�12)z) (8E L236)

L238. P+ ` (�x 6x� �z � 12) = �z (6z +�12) (�E L237)

L239. P+ `8x ((�x 6x� �z � 12)x) = �z (6z +�12)x (Ext-I L238)

L240. P+ ` ((�x 6x� �z � 12)2) = �z (6z +�12)2 (8E L239)

L241. `�z (6z +�12)2 = 0 (�I L242)

L242. ` ((6 � 21) +�12) = 0 (Simplify-Num L244)

L244. ` 0 = 0 (=I)

L245. P+ `8q (�z 3z2 � q) = �z (�z (3z2)z + q(z)) (8E P+)

L246. P+ ` (�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)) =

�z (�z (3z2)z + �z (�12z + 4:5)z)

(8E L245)

L247. P+ ` (�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)) = �z (3z2 + (�12z + 4:5)) (�E L246)

L249. H14 ` (0 < (@p(@p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1); 1)2)) (=Subst L252,L253)

L250. @-pol `8q 8c @p((�z 3z2 � q); c) = (@p(�z 3z2; c)� @p(q; c)) (8E @-pol)

L251. @-pol `8c @p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); c) =

(@p(�z 3z2; c)� @p(�z (�12z + 4:5); c))

(8E L250)

L252. @-pol ` @p((�z 3z2 � �z (�12z + 4:5)); 1) =

(@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1))

(8E L251)

L253. H14 ` (0 < (@p((@p(�z 3z2; 1)� @p(�z (�12z + 4:5); 1)); 1)2)) (=Subst L257,L258)

L254. @-mon-1 `8b @p(�x 3xb; 1) = �x (3 � b)x(b�1) (8E @-mon-1)

L255. @-mon-1 ` @p(�x 3x2; 1) = �x (3 � 2)x(2�1) (8E L254)

L256. @-mon-1 ` @p(�x 3x2; 1) = �x 6x (Simplify-Num L255)

L257. @-mon-1 ` @p(�z 3z2; 1) = �x 6x (AB L256)

L258. H14 ` (0 < (@p((�x 6x� @p(�z (�12z + 4:5); 1)); 1)2)) (=Subst L261,L263)

L259. P+ `8q (�z � 12z � q) = �z (�z (�12z)z + q(z)) (8E P+)

L260. P+ ` (�z � 12z � �z 4:5) = �z (�z (�12z)z + �z (4:5)z) (8E L259)

L261. P+ ` (�z � 12z � �z 4:5) = �z (�12z + 4:5) (�E L260)

L263. H14 ` (0 < (@p((�x 6x� @p((�z � 12z � �z 4:5); 1)); 1)2)) (=Subst L266,L267)

L264. @-pol `8q 8c @p((�z � 12z� q); c) = (@p(�z � 12z; c)� @p(q; c)) (8E @-pol)

L265. @-pol `8c @p((�z � 12z � �z 4:5); c) =

(@p(�z � 12z; c)� @p(�z 4:5; c))

(8E L264)

L266. @-pol ` @p((�z � 12z � �z 4:5); 1) =

(@p(�z � 12z; 1)� @p(�z 4:5; 1))

(8E L265)

L267. H14 ` (0 < (@p((�x 6x�(@p(�z �12z; 1)�@p(�z 4:5; 1))); 1)2)) (=Subst L271,L272)

L268. @-mon-1 `8b @p(�x � 12xb; 1) = �x (�12 � b)x(b�1) (8E @-mon-1)

L269. @-mon-1 ` @p(�x � 12x; 1) = �x (�12 � 1)x(1�1) (8E L268)

L270. @-mon-1 ` @p(�x � 12x; 1) = �x � 12 (Simplify-Num L269)

L271. @-mon-1 ` @p(�z � 12z; 1) = �x � 12 (AB L270)

L272. H14 ` (0 < (@p((�x 6x� (�x � 12� @p(�z 4:5; 1))); 1)2)) (=Subst L274,L275)

L273. @-const-1 ` @p(�x 4:5; 1) = �x 0 (8E @-const-1)

L274. @-const-1 ` @p(�z 4:5; 1) = �x 0 (AB L273)

L275. H14 ` (0 < (@p((�x 6x� (�x � 12� �x 0)); 1)2)) (=Subst L278,L279)

L276. P+ `8q (�x � 12� q) = �z (�x (�12)z + q(z)) (8E P+)

L277. P+ ` (�x � 12 � �x 0) = �z (�x (�12)z + �x (0)z) (8E L276)

L278. P+ ` (�x � 12 � �x 0) = �z (�12 + 0) (�E L277)

L279. H14 ` (0 < (@p((�x 6x� �z (�12 + 0)); 1)2)) (=Subst L281,L282)

L280. C+ `8b (�12 + b) = (b+�12) (8E C+)

L281. C+ ` (�12 + 0) = (0 +�12) (8E L280)
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L282. H14 ` (0 < (@p((�x 6x� �z (0 +�12)); 1)2)) (=Subst L283,L284)

L283. 0+ ` (0 +�12) = �12 (8E 0+)

L284. H14 ` (0 < (@p((�x 6x� �z � 12); 1)2)) (=Subst L287,L288)

L285. P+ `8q (�x 6x� q) = �z (�x (6x)z + q(z)) (8E P+)

L286. P+ ` (�x 6x� �z � 12) = �z (�x (6x)z + �z (�12)z) (8E L285)

L287. P+ ` (�x 6x� �z � 12) = �z (6z +�12) (�E L286)

L288. H14 ` (0 < (@p(�z (6z +�12); 1)2)) (=Subst L291,L293)

L289. P+ `8q (�z 6z � q) = �z (�z (6z)z + q(z)) (8E P+)

L290. P+ ` (�z 6z � �z � 12) = �z (�z (6z)z + �z (�12)z) (8E L289)

L291. P+ ` (�z 6z � �z � 12) = �z (6z +�12) (�E L290)

L293. H14 ` (0 < (@p((�z 6z � �z � 12); 1)2)) (=Subst L298,L299)

L294. @-pol `8q 8c @p((�z 6z � q); c) = (@p(�z 6z; c)� @p(q; c)) (8E @-pol)

L295. @-pol `8c @p((�z 6z � �z � 12); c) = (@p(�z 6z; c) � @p(�z �

12; c))

(8E L294)

L296. @-pol ` @p((�z 6z��z �12); 1) = (@p(�z 6z; 1)�@p(�z �12; 1)) (8E L295)

L297. @-pol `8x (@p((�z 6z � �z � 12); 1)x) =

((@p(�z 6z; 1)� @p(�z � 12; 1))x)

(Ext-I L296)

L298. @-pol ` (@p((�z 6z � �z � 12); 1)2) =

((@p(�z 6z; 1)� @p(�z � 12; 1))2)

(8E L297)

L299. H15 ` (0 < ((@p(�z 6z; 1)� @p(�z � 12; 1))2)) (=Subst L303,L304)

L300. @-mon-1 `8b @p(�x 6xb; 1) = �x (6 � b)x(b�1) (8E @-mon-1)

L301. @-mon-1 ` @p(�x 6x; 1) = �x (6 � 1)x(1�1) (8E L300)

L302. @-mon-1 ` @p(�x 6x; 1) = �x 6 (Simplify-Num L301)

L303. @-mon-1 ` @p(�z 6z; 1) = �x 6 (AB L302)

L304. H16 ` (0 < ((�x 6� @p(�z � 12; 1))2)) (=Subst L306,L307)

L305. @-const-1 ` @p(�x � 12; 1) = �x 0 (8E @-const-1)

L306. @-const-1 ` @p(�z � 12; 1) = �x 0 (AB L305)

L307. H17 ` (0 < ((�x 6� �x 0)2)) (=Subst L312,L313)

L308. P+ `8q (�x 6� q) = �z (�x (6)z + q(z)) (8E P+)

L309. P+ ` (�x 6� �x 0) = �z (�x (6)z + �x (0)z) (8E L308)

L310. P+ ` (�x 6� �x 0) = �z (6 + 0) (�E L309)

L311. P+ `8x ((�x 6� �x 0)x) = �z (6 + 0)x (Ext-I L310)

L312. P+ ` ((�x 6� �x 0)2) = �z (6 + 0)2 (8E L311)

L313. 0+, C+ ` (0 < �z (6 + 0)2) (=Subst L315,L316)

L314. C+ `8b (6 + b) = (b+ 6) (8E C+)

L315. C+ ` (6 + 0) = (0 + 6) (8E L314)

L316. 0+ ` (0 < �z (0 + 6)2) (=Subst L317,L318)

L317. 0+ ` (0 + 6) = 6 (8E 0+)

L318. ` (0 < �z (6)2) (�I L319)

L319. ` (0 < 6) (Simplify-Num L321)

L321. L321 ` (0 < 6) (Hyp)

L322. Intv `8b 8x [x 2 [1; b],[(1 � x)^(x � b)]] (8E Intv)

L323. Intv `8x [x 2 [1; 7],[(1 � x)^(x � 7)]] (8E L322)

L324. Intv ` [2 2 [1; 7],[(1 � 2)^(2 � 7)]] (8E L323)

L325. Intv ` [[2 2 [1; 7])[(1 � 2)^(2 � 7)]]^[[(1 � 2)^(2 � 7)])

2 2 [1; 7]]]

(,E L324)

L327. Intv ` [[(1 � 2)^(2 � 7)])2 2 [1; 7]] (^E L325)
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L328. �-AX ` [(1 � 2)^(2 � 7)] (^I L329,L330)

L329. �-AX ` (1 � 2) ()E L336,L335)

L330. �-AX ` (2 � 7) ()E L348,L347)

L331. �-AX `8y [(1 � y),9z [(1 + z) = y^(0 � z)]] (8E �-AX)

L332. �-AX ` [(1 � 2),9z [(1 + z) = 2^(0 � z)]] (8E L331)

L333. �-AX ` [[(1 � 2))9z [(1 + z) = 2^(0 � z)]]^

[9z [(1 + z) = 2^(0 � z)])(1 � 2)]]

(,E L332)

L335. �-AX ` [9z [(1 + z) = 2^(0 � z)])(1 � 2)] (^E L333)

L336. `9z [(1 + z) = 2^(0 � z)] (9I L337)

L337. ` [(1 + 1) = 2^(0 � 1)] (^I L338,L340)

L338. ` (1 + 1) = 2 (Simplify-Num L342)

L340. L340 ` (0 � 1) (Hyp)

L342. ` 2 = 2 (=I)

L343. �-AX `8y [(2 � y),9z [(2 + z) = y^(0 � z)]] (8E �-AX)

L344. �-AX ` [(2 � 7),9z [(2 + z) = 7^(0 � z)]] (8E L343)

L345. �-AX ` [[(2 � 7))9z [(2 + z) = 7^(0 � z)]]^

[9z [(2 + z) = 7^(0 � z)])(2 � 7)]]

(,E L344)

L347. �-AX ` [9z [(2 + z) = 7^(0 � z)])(2 � 7)] (^E L345)

L348. `9z [(2 + z) = 7^(0 � z)] (9I L349)

L349. ` [(2 + 5) = 7^(0 � 5)] (^I L350,L352)

L350. ` (2 + 5) = 7 (Simplify-Num L354)

L352. L352 ` (0 � 5) (Hyp)

L354. ` 7 = 7 (=I)

H1 = A+, 0+, C+, CF1, @-const-1, DL, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, M*, O, P, P+, @-pol, P-kWh, P-l, P*, TotMin

H2 = A+, 0+, C+, CF1, @-const-1, DL, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, M*, O, P, P+, @-pol, P-kWh, P*, TotMin

H3 = A+, 0+, C+, CF1, @-const-1, DL, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, M*, O, P+, @-pol, P*, TotMin

H4 = A+, 0+, C+, CF1, @-const-1, DL, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, M*, O, P+, @-pol, TotMin

H5 = A+, 0+, C+, CF1, @-const-1, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, M*, O, P+, @-pol, TotMin

H6 = A+, 0+, C+, CF1, @-const-1, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, O, P+, @-pol, TotMin

H7 = A+, 0+, C+, @-const-1, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, O, P+, @-pol, TotMin

H8 = 0+, C+, @-const-1, Intv, �-AX, Min, M+, @-mon-1, O, P+, @-pol, TotMin

H9 = 0+, C+, @-const-1, Intv, �-AX, Min, @-mon-1, O, P+, @-pol, TotMin

H10 = 0+, C+, @-const-1, Intv, �-AX, Min, @-mon-1, P+, @-pol, TotMin

H11 = 0+, C+, @-const-1, Intv, �-AX, Min, @-mon-1, P+, @-pol

H12 = 0+, C+, @-const-1, �-AX, Min, @-mon-1, P+, @-pol

H13 = 0+, C+, @-const-1, Min, @-mon-1, P+, @-pol

H14 = 0+, C+, @-const-1, @-mon-1, P+, @-pol

H15 = 0+, C+, @-const-1, @-mon-1, P+

H16 = 0+, C+, @-const-1, P+

H17 = 0+, C+, P+

H18 = Intv, �-Ax



Anhang B

Verzeichnis der komplexen

Taktiken von sapper

In diesem Anhang sind die im Rahmen dieser Arbeit benutzten komplexen Taktiken zusam-

mengestellt. Hierf�ur wird jeweils der von der Taktik beschriebene Rechenschritt angegeben

und die Taktik formal spezi�ziert. Die in den formalen De�nitionen verwendeten einfachen

Taktiken entsprechen den in Kapitel 6 Abbildung 6.2 aufgef�uhrten Hypothesen.

Im folgenden arbeiten wir stets in einem Ring von Polynomen IK[x1; : : : ; xn] �uber einem

Koe�zientenk�orper IK.

B.1 Taktiken f�ur die Polynomaddition

polynomial-addition-Taktik

Seien p; q 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome, dann beschreibt polynomial-addition den Rechen-

schritt:

(p� q) = (p+ q)

und hat als formale De�nition:

Tactic polynomial-addition APPLY(P+)
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pop-first-Taktik

Sei a 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Monom, und seien b; c 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome, dann beschreibt

pop-first den Rechenschritt:

((a+ b) + c) = (a+ (b+ c))

und hat als formale De�nition:

Tactic pop-first COND(((a+ b) + c) APPLY(A+))

pop-second-Taktik

Seien a; c 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome, und sei b 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Monom, dann beschreibt

pop-second den Rechenschritt:

(a+ (b+ c)) = (b+ (a+ c))

und hat als formale De�nition:

Tactic pop-second COND((a+ (b+ c)) APPEND(APPLY(A+)

APPLY(C+)

APPLY(A+)))

((a+ b) APPLY(C+))

monomial-addition-Taktik

Seien b; d 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome und a; c; e 2 IK[x1; : : : ; xn] Monome, so da� gilt: a=E c

und e = a+ c, dann beschreibt monomial-addition den Rechenschritt:

((a+ b) + (c+ d)) = (e+ (b+ d))

und hat als formale De�nition:

Tactic monomial-addition COND(((a+ b) + (c+ d)) APPEND(APPLY(A+)

APPLY(C+)

APPLY(A+)

APPLY(M+)

APPLY(A+)))

(((a + b) + c) APPEND(APPLY(C+)

APPLY(A+)

APPLY(M+)))

((a+ (c+ d)) APPEND(APPLY(A+)

APPLY(M+)))

((a+ c) APPLY(M+))
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B.2 Taktiken f�ur die Polynommultiplikation

polynomial-multiplication-Taktik

Seien p; q 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome, dann beschreibt polynomial-multiplication den

Rechenschritt:

(p
 q) = (p � q)

und hat als formale De�nition:

Tactic polynomial-multiplication APPLY(P*)

distributivity-right-Taktik

Sei a 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Monom, und seien b; c 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome, dann beschreibt

distributivity-right den Rechenschritt:

((a+ b) � c) = ((a � c) + (b � c))

und hat als formale De�nition:

Tactic distributivity-right COND(((a+ b) � c) APPLY(DR))

monomial-multiplication-Taktik

Seien a; b; e 2 IK[x1; : : : ; xn] Monome mit e = a � b, und sei c 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Polynom,

dann beschreibt monomial-multiplication den Rechenschritt:

(a � (b+ c)) = (e+ (a � c))

und hat als formale De�nition:

Tactic monomial-multiplication COND(((a � (b+ c))APPEND(APPLY(DL)

APPLY(M*)))

((a � b) APPLY(M*)))



B.2. Taktiken f�ur die Polynommultiplikation 105

push-last-Taktik

Seien a; b 2 IK[x1; : : : ; xn] Monome und c; d; e 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome mit c = e+b, dann

beschreibt push-last den Rechenschritt:

((a+ c) + d) = (a+ (e+ (b+ d)))

und hat als formale De�nition:

Tactic push-last REPEAT-IF(((a+ c) + d)) APPLY(A+)))

multiply-zero-left-Taktik

Sei a 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Polynom, dann beschreibt multiply-zero-left den Rechen-

schritt:

(0 � a) = 0

und hat als formale De�nition:

Tactic multiply-zero-left APPLY(0*)

multiply-zero-right-Taktik

Sei a 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Polynom, dann beschreibt multiply-zero-right den Rechen-

schritt:

(a � 0) = 0

und hat als formale De�nition:

Tactic multiply-zero-right APPEND(APPLY(C*)

APPLY(0*))
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B.3 Taktiken f�ur die Polynomdi�erentiation

monomial-differentiation-Taktik

Sei p 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Polynom und seien m;m0 2 IK[x1; : : : ; xn] Monome, so da�

m = �xe11 � : : : � xeii � : : : � x
en
n und m0 = (� � ei)x

e1
1 � : : : � xei�1i � : : : � xenn gilt, wobei � 2 IK;

e1; : : : ; en 2 IN und ei > 0 mit 1 � i � n, dann beschreibt monomial-differentiation

den Rechenschritt:

@p(m+ p; i) = (m0 � @p(p; i));

und hat als formale De�nition:

Tactic monomial-differentiation (i) COND((m+ p) APPEND(APPLY(P+)

APPLY(@-pol)

APPLY(@-mon-i))

((m) APPLY(@-mon-i))

constant-differentiation-Taktik

Sei p 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Polynom und m 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Monom mit m = �xe11 � : : : �

x0i � � � x
en
n , wobei � 2 IK; e1; : : : ; en 2 IN, dann beschreibt constant-differentiation den

Rechenschritt:

@p(m+ p; i) = (0� @p(p; i))

und hat als formale De�nition:

Tactic constant-differentiation (i) COND((m+ p) APPEND(APPLY(P+)

APPLY(@-pol)

APPLY(@-const-i))

((c) APPLY(@-const-i))

add-monomial-Taktik

Sei p 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Polynom, und sei m 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Monom, dann beschreibt

add-monomial den Rechenschritt:

(m� p) = (m+ p)

und hat als formale De�nition:

Tactic add-monomial APPEND(APPLY(P+)

COND((0 + p) APPLY(0+)

COND((m+ 0)APPEND(APPLY(C+)

APPLY(0+)))))
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B.4 Taktiken f�ur das Sortieren von Polynomen

polynomial-sorting-Taktik

Seien a; b 2 IK[x1; : : : ; xn] Monome und c; d 2 IK[x1; : : : ; xn] Polynome mit c = (a + d) in

normaler Ordnung und a<E c, dann beschreibt polynomial-sorting den Rechenschritt:

(c+ b) = (b+ (a+ d))

und hat als formale De�nition:

Tactic polynomial-sorting APPEND(REPEAT-IF(((a+ d) + b) APPEND(APPLY(A+)

APPLY(C+)

APPLY(A+)))

APPLY(C+))

reduction-on-sum-Taktik

Seien a; b; e 2 IK[x1; : : : ; xn] Monome mit a=E b und e = (a+ b), und sei c 2 IK[x1; : : : ; xn]

ein Polynom, dann beschreibt reduction-on-sum den Rechenschritt:

(a+ (b+ c)) = (e+ c)

und hat als formale De�nition:

Tactic reduction-on-sum COND((a+ (b+ c)) APPEND(APPLY(A+)

APPLY(M+))

((a+ b) APPLY(M+)))

reduction-on-zero-Taktik

Sei a 2 IK[x1; : : : ; xn] ein Polynom, dann beschreibt reduction-on-zero den Rechen-

schritt:

(0 + a) = a

und hat als formale De�nition:

Tactic reduction-on-zero COND((0 + a) APPLY(0+))
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